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Desdc que foi publicada a I s edigao deste livro, recebemos inumeras sugestoes atrav&i de 
cartas e contatos nos Congressos anuais organ izad os pel a Socicdade Brasitcira dc Matema- 
tica Aplicada e Computacional (SBMAC). Atcndendo is sugestoes de corregdes. inclusao 
de topicos, e sent in do a necessidade de modern izagao e atualizagao do texto, optamos per 
eiaborar esta 2 - ediqao, motivadas pela grande aceitagao deste livro como texto basico para 
cursos de Calculo Numfirico cm vSrias universidades. 

Em todos os capituJos ja existentes na edigao anterior, foram feitas correqoes e 
alteragbes no texto: suprimtmos e acrescentamos alguns exerci'cios e introduzimos uma 
segao de projetos cm quase todos os capitulos; nos projetos o m'vel de exigencia, tanto 
teorico quanto computacional, £ maior que nos exerci'cios; no Apendice desta nova edigao 
apresentamos as respostas de todos os exercicios. 

Os Capitulos 3, 5 e 8 foram os mais alterados. No Capitulo 3, sobre Resolugao de 
Sistemas Line a res. alem de ampliarmos a introdugao sobre existencia e numero de solugoes, 
introduzimos uma segao sobre FatoTagao de Cholesky. No Capitulo 5, a segao sobre Splines 
em Interpol agao foi ampliada, ac rescent an do as Splines Cuhicas em Interpolagao. Final - 
mente, no Capitulo 8, acrescentamos uma segao sobre Problemas dc Valor de Contomo em 
Equagoes Diferenciais Ord inarias . 

O alual Capitulo 4 6 inteiramente novo, e trata da Solugao de Sistemas Nao 

Lineares. 


As lislagens de programas computacionais foram etiminadas e sugerimos que 
alunos e professores utilizem softwares maternal icos que possibilitam que algoritmos de 
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metodos numericos sejam facilmemc adaptados para que possarn scr implementados. Temos 
usado na UN I CAMP o MATLAB 1 como material de apoio computacional no curso de 
Cdlcuio Numerico e temos obtido boa aceiiaqao por parte dos alunos. Consideramos que 
cste software e urn material de fad! manuseio e eficiente para a rcsoluqao dos exercicios e 
projetos computacionais propostos. 

Agradecemos aos professores, alunos e le Stores que nos fizeram criticas e suges- 
toes que muito contribuiram na elaborate desta ediqao. Dedicamos urn agradecimento 
especial ao professor Lueio Tunes dos Santos que gentilmente escreveu o projeto Newton e 
os Fractals para o Capitulo 4 e aos auxiliares didaticos Ricardo Caetano Azevedo Biloti, 
Suzana Lima de Campos Castro e Lin Xu, que resolveram a major parte dos exercicios, e 
especialmente a Roberto Andreani e a Renato da Rocha Lopes, pela leitura do texto e 
contribuiqdes para as listas de exercicios e projetos. 


1. MATLAB t uma marca registrada do MathWorks, Inc. Uma boa introduqao a versao 4.2 do MATLAB 
£ a quarta edi^au do MATLAB Primer de K. Sigmon, edit ado em ] 994 por CRC Press. Boca Raton. FL. 
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Ao escrever este livro, nosso objetivo principal foi oferecer ao estudante de graduaqao na 
area de ciendas cxalas um texto que Ihe apresentasse alguns metodos numericos com sua 
fundamenta^ao tedrica, suas vantagens e dificuldades computacionais. 

Apresentamos oito capitulos e procuramos seguir em tod os eles o mcsmo desen- 
volvimento. Em todos os capitulos, incluimos uma lista de exercicios c a maioria deles 
apresenta propostas de projetos. As respostas de todos os exercicios se encontram no 
Apendice, 

Supomos que o aluno tenha conhecimentos de Calculo e de Algebra Linear e 
familiaridade com alguma Linguagem de programagao de computador. 

O Capftulo 1 Irata de erros em processos numericos, sem a intensao de fazer um 
estudo detalhado do assunto; o objetivo 6 alertar o aluno sobre as dificuldades num ericas 
que podem ocorrer ao se trabalhar com um computador. 

O Capita lo 2 apresenta varios metodos para a resol u^ao de equates nao lineares 
do tipo f(x) = 0 e um desenvolvimento especifico para o caso de raizes reais de cquaqoes 
polinomiais. 

No Capitulo 3, abordamos a resolutjao de sistemas de equates lineares apresen- 
tando metodos diretos e itcrativos. 
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Incluimos nesta edigao uma introdugao sobre a resolugao de sistemas de equates 
nao lineares, que e o tema do Capitulo 4. 

0 Capitulo 5 apresenla a interpolagao polinomial como forma de se obter uma 
aproximagao para uma fungao f{x). Alem disto, introduz as fun goes spline interpolates. 

O metodo dos quadrados minimos, como outra forma de aproximagao de fungoes, 
€ apresentado no Capitulo 6, onde desenvolvemos o metodo dos quadrados minimos linea- 
res e damos sugestoes de como contornar certos casos nao lineares. 


O tema do Capitulo 7 e a integragao numerica para f f(x) dx, atraves das fdrmulas 

J a 

fechadas de Newton-Cotes. Introduzimos ainda as formulas de quadrat ura Gaussiana. 

O Capitulo 8 aborda metodos numericos para resolugao de problemas de valor 
inicial e de contomo cm equagoes diferenciais ordinarias. 


CAPfTULO 
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NOQOES BASICAS SOBRE ERROS 


1.1 INTRODUQAO 


Nos capitulos seguintes, estudaremos metodos numericos para a resol ugao de problemas 
que surgem nas mais diversas areas. 

A resolugao de lais problemas envolve varias fases que podem ser assim estmturadas; 



; 
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Nao e raro acontecer que os resultados finais estejam distantes do que se esperaria 
obter, ainda que todas as fases de resolu^ao tenham sido real iz ad as corretamente. 

Os resultados obtidos dependem tambem: 

* da precisao dos dados de entrada; 

* da forma como estes dados sao representados no computador; 

* das operates numericas efetuadas. 


Os dados de entrada contem uma im precisao inerente, isto 6, nao ha como evitar 
que ocorram, uma vez que representam medidas obtidas usando equipamentos especificos, 
como, por exemplo, no caso de medidas de corrente e tensao num circuito eletrico, ou entao 
podem ser dados resultan tes de pesquisas ou levantamentos, como no caso de dados popu- 
lacionais obtidos num reeenseamento. 

Neste capi'tulo, estudaremos os erros que surgem da representaqao de numeros 
num computador e os erros resultantes das operates numericas efetuadas, [23], [26] e [31]. 


1.2 REPRESENTAQAO DE NUMEROS 

Exemplo 1 

Calcular a area de uma circunfercncia de raio 100 m. 

RESULTADOS OBTIDOS 

a) A = 31400 m 2 

b) A = 31416 m 2 

c) A = 31415.92654 m 2 

Como justificar as difcrenqas entre os resultados? £. possivel obler “exatamente” esta area? 


Exemplo 2 

Efetuar os somatorios seguintes em uma calculadora e em um computador: 
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30000 

S = ^ Xj para Xj - 0.5 e para x ; = 0.11 
i- 1 


RESULTADOS OBTIDOS 



i) para x- = 0.5: 

na ealculadora: 

S = 15000 

no computador: 

S = 15000 

ii) para x ( = 0-11: 

na ealculadora: 

S = 3300 

no computador: 

S = 3299.99691 


Como justificar a difercn^a entre os rcsultados obtidos pel a ealculadora e pelo 
computador para x ( = 0.11? 

Os erros ocorridos nos dois problcmas dependem da representaqao dos mimeros 
na maquina utilizada. 

A representaqao de um numero depende da base escolhida ou disponivel na ma- 
quina em uso e do numero maxi mo de digitos usados na sua representaqao. 

O numero re, por exemplo, nao pode ser representado atraves de um numero 
finilo dc digitos decimals. No Exemplo 1, o numero re foi escrito como 3.14, 3.1416 e 
3,141592654 respectivamente nos casos ( a ), ( b ) e, (c). Em cada um deles foi obtido um 
resultado diferente, e o erro neste caso depende exclusivamente da aproximaqao escolhida 
para re. Qualquer que seja a circunferenda, a sua area nunca sera obtida exatamente. uma 
vez que return numero irracional. 

Como neste exemplo, qualquer cilculo que envolva numeros que nao podem ser 
representados atraves de um numero finito de digitos nao fomecera como resultado um 
valor exato. Quanto major o numero de digitos utilizados, mator sera a precis an obtida. Por 
isso. a meihor aproxima^ao para o valor da area da circunferenda 6 aquela obtida no 
caso (c). 

Alem disto, um numero pode ter representaqao finita em uma base e nao-finita em 
outras bases. A base decimal e a que mais empregamos atualmente. Na Anliguidade, foram 
utilizadas outras bases, como a base 12, a base 60. Um computador opera normalmente no 
sistema binario. 

Observe o que acontece na interaqao entre o usuario e o computador: os dados de 
entrada sao enviados ao computador pelo usuario no sistema decimal; toda csla inform aqao 
d convertida para o sistema binario, e as operaqdes todas scrao efetuadas neste sistema. 
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Os result ados fmais serao convertidos para o sistema decimal e, final meiue, serao transmi- 
tidos ao usuario. Todo este processo de conversao e uma fonte de erros que afetam o 
resultado final dos calculus. 

Na proxima seqao, estudaremos os processos para conversao de numeros do sis- 
tema binario para o sistema decimal e vice-versa. 

1.2.1 CONVERSAO DE NUMEROS NOS SISTEMAS DECIMAL E BINARIO 

Veremos inidalmente a conversao de numeros inteiros. 

Considere os numeros (347) 10 e (10111) 2 . Estes numeros podem ser assim 

escritos: 

(347) 10 = 3 x 10 2 + 4 x 10 1 + 7 x 10° 

(10111) 2 *= 1 x 2 4 + 0 x 2 3 + 1 x 2 2 + 1 x 2 1 + 1 x 2° 

De urn modo geral, um numero na base (5, (aja. j ... 0 « a k « - 1), 

k — 1, j, pode ser escrito na forma polinomial: 

+ ... + a 2 p 2 + a^ 1 + a^ 0 . 

Com esta representagao, podemos facilmente converter um numero representado 
no sistema binario para o sistema decimal, 

Por exemplo: 

(101U) 2 = 1 x 2 4 + 0 x 2 3 + 1 x 2 2 + 1 x 2 1 + I x 2° 

Coiocando agora o numero 2 cm evident - ia teremos: 

(10111) 2 = 2x(l + 2x(l+2x(0 + 2x I))) + 1 = (23) I0 

Deste exemplo, podemos obter um processo para converter um numero repre- 
sentado no sistema binario para o sistema decimal: 

A representa^ao do numero (a^, ... a 2 a 1 a Q ) 2 na base 10, denotada por b 0 , 6 
obtida atraves do processo: 
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b j-2 = a j-2 + 2b j-l 


b 

b 


i 

o 


- a ] + 2b 2 
= a 0 + 2b l 


Para (10111) 2 , a seqiiencia obtida sera: 
b 4 = a 4 = 1 

b 3 = + 2b 4 = 0+ 2x1 — 2 

b ? = a 2 + 2b 3 = 1+ 2x2 = 5 

bj = aj + 2b 2 =1 + 2x5 =11 

b 0 = a 0 + 2b^ = 1 + 2 x 11 = 23 


Veremos agora um processo para converter um numero inteiro representado no 
sistema decimal para o sistema binario. Considere o numero N 0 = (347) 10 e (a^aj j ... 
a sua representaqao na base 2. 

Temos entao que: 

347 = 2 x (aj x 2 ]_1 + x 2*” 2 + ... + a 2 x 2 + a 4 ) + a^, = 2 x 173 + 1 


e, portanto, o digito a^ = 1 representa o resto da divisao de 347 por 2. Repetindo agora este 
processo para o numero N , = 173: 

173 = a. x 2T 1 + x 2i~ 2 + ... + a 2 x 2 + 

obteremos o digito a p que sera o resto da divisao de N ( por 2. Seguindo este racio- 
cinio obtemos a seqiiencia de numeros N. e 


N 0 = 347 
JVj = 173 

iV 2 = 86 

Nj = 43 
/V 4 = 21 

n 5 = 10 

N 6 = 5 


2 x 173 + 1 =*- = 1 

2x86+1 => a 5 = 1 
2x43 + 0 => a 2 = 0 
2 x 21 + 1 => a 3 = 1 
2x10+1 => a 4 = l 
2x5 + 0 =s> a s - 0 

2x2+1 => a 6 = 1 
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= 2x1+0 => a ? = 0 

= 1 * 2x0+1 => jig = 1 

Portanto, a representagao de (347) 10 na base 2 sera 101011011. 

No caso geral, considere um numero iuteiro N na base 10 e a sua representagao 
binaria denotada por: (a-a^ j ... a 2 a i a o )2 O algoritmo a seguir obt6m a cada k o digito 
binario a k . 

Passo 0: k = 0 
N k = N 

Passo I: Obtenha q k e r k tais que: 

N k = 2 x q k + r k 
Faga a k = r k 

Passo 2: Se q k = 0, pare. 

Caso contrario, faga N k } - q k . 

Faga k - k + 1 e volte para o passo 1 . 

Consideremos agora a conversao de um numero fracionario da base 10 para a base 2. 
Sejam, por exemplo: 

r = 0.125, s - 0.66666..., t = 0.414213562 


Dizemos que r tem representagao finita e que set tern representagao infinite. 
Dado um numero entre 0 e 1 no sistema decimal, como obter sua representagao 

binaria? 

Considerando o numero r - 0.125, existem digitos binarios; d p d,,..., dj..., tais que 
(0. d 1 d 2 ...dj...) 2 sera sua representagao na base 2. 

Assim, 

(0.125) 10 - dj x 2" 1 + d 2 x 2~~ + ... + d- x 2i + ... 

Mu It ip] ican do cada lermo da expressao acima por 2 teremos: 

2 x 0.125 = 0.250 = 0 + 0.25 = d 1 + d 2 x T 1 + d 3 x 2" 2 + ... + d. x 2~> + 1 + ... 
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e, port an to, d l representa a parte inteira de 2 x 0.125 que 6 igual a zero e d 2 x 2 1 + 
d 3 x 2~ 2 + ... + dj x 2 _ J + 1 + ... representa a parte fracionaria de 2 x 0. 125 que e 0.250. 

Aplicando agora o mesmo procedimento para 0.250, tere mos: 

0.250 = d, x 2r l + d 3 x 2~ 2 + ... + d- x 2~> + 1 + ... =► 2 x 0.250 = 0.5 = 

~ d-> + d, x 2" 1 + d , x 2~ 2 + ... + d ; x + 2 + ... => d 9 * 0 

e repet indo o processo para 0.5: 

0.5 = d 3 x 2r l + d 4 x 2~ 2 + ... + dj x 2~i * 2 + ... => 

2 x 0.5 = 1.0 = d 3 + d 4 x 2 -1 + ... + d. x 2~i + 3 + ... => d ? = 1 

Como a parte fracioniria de 2 x 0.5 e zero, o processo de conversao termina, e teremos: 
dj - 0, d 2 - 0 e d 3 = 1 e, portanto, o numero (0.125) 10 tern representatjao finita na base 
2: (0.00 1) 2 

Um numero real entre fle 1 pode ter rcprescntagao finita no sistema decimal, mas 
representagao infinita no sistema binario. 

No caso geral, seja r um numero entre 0 e 1 no sistema decimal e (0. d t d 2 ..,dj ...)2 sua 
represent a<^ao no sistema binario. 

Os digitos binaries d 2 , .... d ... sao obtidos atraves do seguinte algoritmo: 

Passo 0: t 1 - r; k = 1 

Passo 1: Calcule 2r k . 

Se 2r k 5* 1, fa?a: d k = l, 
caso contrario, fa$a: d k = 0 

Passo 2: Faga r k + { - 2r k - d k . 

Se r k + 1 = P are - 
Caso contrario: 

Passo 3: k = k + 1. 

Volte ao passo 1 . 
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Observar que o algoritmo pode ou nao parar apos urn numero finito de passes. 
Para r = (0,125) 10 teremos r 4 = 0. JA para r = (0.1), 0 , teremos: r, =0.1 


k = 1 2r, = 0.2 


d, = 0 
r 2 = ^.2 


k = 2 2r 2 = 0.4 


d, = 


r, = 


0 

0.4 


k = 3 2r 3 = 0.8 


d, = 


T A - 


0 

0.8 


k = 4 2r 4 = 1.6 


d 4 = 1 

r 5 = 0.6 


k * 5 2r 5 = 1.2 


d s = 1 
r b = 0.2 = r 2 


Como r 6 = r 2> teremos que os resultados para k de 2 a 5 se repetirao e entao; 
r )() = r b = r, = 0.2 e assim indefinidamente. 

Concluimos que: 


(0.1) 1Lj = (0.0001 100 11 001 100 11. ..) 2 


e, portamo, o numero (0.1) 10 nao tem representagao binaria finita. 

O fato dc um numero nao ter representa^ao Anita no sistema binario pode acar- 
retar a ocorrencia de erros aparentemente inexplicaveis em calculos efetuados em sistemas 
compulacionais binarios. 

Analisando o Exemplo 2 da Se$ao 1 .2 e usando o processo de conversao descrito 
anteriormente, temos que o numero (0.5) m tem represemagao finila no sistema binario: 
(0.1),; ja o numero (0.11) 10 tera representaqao infinita: 

(0.0001110000101000111101011 10000101000111101,..) 2 


Um computador que opera no sistema binario ira annazenar uma aproximaqao 
para (0.1 l) m , uma vez que possui uma quantidade fixa de posi^oes para guardar os digitos 
da mantissa de um numero, e esla aproximaqao sera usada para realizar os calculos. Nao se 
pode, portamo, esperar um resuitado exato. 
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Considere agora um numero entre 0 e 1 representado no sistema binario: 

(r) 2 = (0. d 1 d 2 ...d j ...) 2 

Como obter sua representagao no sistema decimal? 

Um processo para conversao e equivalente ao que descrevemos anteriormente. 
Definindo r 3 = r, a cada iteragao k, o processo de conversao multiplica o numero r k 
por (10) 1Q = (1010), e obtem o di'gito b k como sendo a parte irtteira deste produto conver- 
tida para a base decimal. E importante observar que as op era goes devem ser efetuadas no 
sistema binario, [26]. O algoritmo a seguir formaliza este processo. 

Passo 0; = t; k = 1 

Passo 1: Calcule w k = (1010), x r k - 
Seja a parte inteira de w k 
b k € a conversao de z k para a base 10. 

Passo 2: Faga r k + 1 - - z fc 

Se r k + i “ 0- P are - 

Passo 3: k = k + 1. 

Volte ao passo 1. 

Por exemplo, considere o numero: 

(r) 2 = (0.0001 11) 2 = (O.bjbj ... bj) 10 
Seguindo o algoritmo, teremos: 

Tj = (0.0001 U) 2 ; 


Wj = (1010), xr ( = 1.00011 


b, = 1 e r 2 = 0.00011; 

w 2 = (1010) 2 x r 2 = 0.1111 


b 2 = 0 e r 3 s 0.1111; 

w 3 = (1010} 2 x r 3 = 1001.011 


b, = 9er 4 = 0.011; 

w 4 = (1010) 2 x r 4 = 11.11 


b 4 = 3 e r 5 = 0.11; 

w. = (1010) 2 x r s = 111.1 


b 5 " 7 e r 6 “ 

w fi = (1010), x r fi = 101 


b 6 = 5 e r 7 = 0; 


Portanto (0.000111) 2 = (0.109375) lfl 
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Fodemos agora entender melhor por que o resultado da operagao 
30000 

S = 2 0.11 

i- 1 


nao e obtido exatamente num computador. Ja vimos que (0,11) 10 nao tem representagao 
finita no sistema binario. Supondo urn computador que trabalhe com apenas 6 digit os na 
mantissa, o numero (0.11) 10 seria armazenado como (0.00011 1) 2 e este numero representa 
exatamente (0.109375) 10 . Portanto, todas as operagoes que envolvem o numero (0.11) 10 
seriam realizadas com esta aproximagao. Veremos na proxima segao a represen tagao de 
numeros em aritm6tica de ponto flutuante com o objetivo de se entender melhor a causa 
de resultados imprecisos em operagoes num ericas. 


V.2.2 ARITMETICA DE PONTO FLUTUANTE 

Um computador ou calculadora representa um numero real no sistema denominado aritme- 
tica de ponto flutuante . Neste sistema, o numero r sera representado na forma: 

±{. d l( i r .d t )x^ 

onde; 

pea base em que a maquina opera; 

t e o numero de digitos na mantissa; 0 dj (p - 1), j = 1, t, d T * 0; 
e 6 o expoente no intervalo [1, u], 

Em qualquer maquina, apenas um subconjunto dos numeros reais e representado 
exatamente, e, portanto, a representagao de um numero real sera realizada atraves de trun- 
camento ou de arredondamento. 

Considere, por exemplo, uma maquina que opera no sistema: 

P = 10; t = 3; e G [-5, 5]. 


Os numeros serao representados na seguinte forma nesse sistema: 
0. x 10 s , 0 ^ d. ^ 9, d 1 ^ 0, e E [-5, 5] 
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O menor numero, em valor absolute, representado nesta maquina e: 
m - 0.100 x 10" 5 = 10" 6 
e o maior numero, cm valor absolute, e: 


M = 0.999 x 10 5 = 99900 


Considere o conjunto dos numeros reais Re o seguinte conjunto: 
G = {x £ 1R | m ^ | x | ^ M} 


Dado um numero real x, van as situates poderao ocorrer: 


Caso 1 ) x £ G: 

por exemplo: x - 235.89 = 0.23589 x 10 3 . Observe que este numeTO possui 5 
dfgites na mantissa. Estao representados exatamente nesta maquina os numeros: 
0.235 x 10 3 e 0.236 x 10 3 , Se for usado o truncamento, x sera representado 
por 0.235 x 1G 3 e, se for usado o arredondaraento, x sera representado por 
0.236 x 10 3 (o truncamento e o arredondamento serao estudados na Seqao 1.3.2.); 

Caso 2) [ x | < m: 

por exemplo: x = 0.345 x 10 -7 . Este numero nao pode ser representado nesta 
maquina porque o expoente e e menor que —5. Esta e uma situaqao em que 
a maquina acusa a ucorrencia de underflow; 

Caso 3) | x | > M: 

por exemplo: x - 0.875 x 10 9 . Neste caso, o expoente e e maior que 5 e a maquina 
acusa a ocorrencia de overflow. 


Algumas tinguagens de program aqao permitem que as variaveis sejam declaradas 
em precisdo dupla. Neste caso, esta variavel sera representada no sistema de aritmetica de 
ponto flutuante da maquina, mas com aproximadamente o dobro de dtgitos disponiveis na 
mantissa. E importante observar que, neste caso, o tempo de execuqao e requerimentos de 
memoria aumentam de forma significativa. 
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O zero em ponto flutuante €. em gcral. representado com o menor expoente 
posss'vel na maquina, Isto por que a representagao do zero per uma mantissa nula eum 
expoente qualquer para a base p pode acar retar perda de digitos significativos no resultado 
da adigao deste zero a um outro numero. Por exemplo, em uma maquina que opera na base 
10 com 4 digitos na mantissa, para x = 0.0000 x 10 4 e y = 0.3134 x lO^ 2 o resultado de 
x + y seria 0.3100 x 10 -2 , isto e, sao perdidos dois digitos do valor exato y. Este resultado 
se deve a forma como 6 efetuada a adigao em ponto flutuante, que estudaremos na 
Segao 1.3.3. 


Exemplo 3 

Dar a representagao dos numeros a seguir num sistema de aritmetica de ponto flutuante de 
tres digitos para J3 = 10, m = -4 e M = 4. 


X 

Representagao obtida 
por arredondamento 

Representagao obtida 
por truncamento 

1.25 

0.125 x 10 

0.125 x 10 

10.053 

0.101 x 10 2 

0.100 X 10 2 

-238.15 

-0.238 x 10 3 

-0.238 x 10 3 

2.71828... 

0.272 x 10 

0.271 x 10 

0.000007 

(expoente menor que -4) 

= 

718235.82 

(expoente maior que 4) 

= 


1.3 ERROS 

1.3.1 ERROS ABSOLUTOS E RELATIVOS 

No Exemplo 1 da Segao 1.2, diferentes resultados para a area da circunferencia foram 
obtidos, dependendo da aproximagao adotada para o valor de n. 

Definimos como erro absolute a diferenga entre o valor exato de um numero x e 
de seu valor aproximado x: - x - x. 
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Em geral, apenas o valor x e conhecido, e, neste caso, € impossi'vel obter o valor 


exato do erro absoluto. O que se faz e obter urn limitante superior ou uma estimativa para 
o modulo do erro absoluto. 

Par exemplo, sabendo-se que ji G (3.14, 3.15) tomaremos para ti um valor derttro 
deste intervalo e teremos, entao. | EA n | = | n - If j < 0.01. 

Seja agora o numero x representado por x - 2112.9 de tal forma que | EAJ < 0.1, 
ou seja, x G (2112.8, 2113) e seja o numero y representado por y = 5.3 de tal forma que 
| EAy| < 0.1, ou seja, y G (5.2, 5.4). Os limitantes superiores para os erros absolutos sao os 
mesmos. Podemos di 2 er que ambos os numeros estao represenlados com a mesma precisao? 


E preciso comparar a ordem dc grandeza de x c y. Feito isto, € f£cil concluir que 


o primeiro resultado e mais preciso que o segundo, pois a ordem de grandeza de x e maior 
que a ordem de grandeza de y. Entao, dependendo da ordem de grandeza dos numeros 
envolvidos, o erro absoluto nao e suficiente para descrever a precisao de um c&lculo. Por 
esta razao, o erro relativo e amplamente empregado. 


O erro relativo € definido como o erro absoluto dividido pelo valor aproximado: 



x - x 


x 


No exemplo anterior, temos 



e 



confirmando, portanto, que o numero x e representado com maior precisao que o numero y. 
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1.3.2 ERROS DE ARREDONDAMENTO E TRUNCAMENTO EM UM 
SISTEMA DE ARITMET1CA DE PONTO FLUTUANTE 

Viraos na Se^ao 1.2 que a representative de urn numero depende fundamentalmente da 
maquina utilizada, pois seu sistema estabelecera a base numerica adotada, o total de digitos 
na mantissa etc. 

Seja um sistema que opera em aritmetiea de ponto flutuantc de t digitos na base 
10, e seja x, escrito na forma 

x - f x x 10^ + g x x 1(T^ onde 0.1 *£ f x < 1 e 0«g J <l. 


Por exemplo, se t = 4 e x = 234.57, entao 
x = 0.2345 x 10 3 + 0.7 x 10 1 , donde f x = 0.2345 e g x = 0.7. 


E claro que na representative) de x nesle sistema g x x 10'’“' nao pode ser incorpo- 
rado totalmente a mantissa. Entao, surge a questao de como consider ar esta parcels na 
mantissa e definir o erro absoluto (ou relative) maximo cometido. 

Vimos na Seqao 1.2.2 que podem ser adotados do is criterion: o do arredondamento 
e 0 do truncamento (ou cancelamento). 

No truncamento , g x x 10 c- ' e desprezado e x = f x x 10^. Neste caso, lemos 

| EAJ = | x - x | = | gj x 10* -1 < 10 eH , visto que | < l 




|EAJ _ |gj X 1CT 1 iy-. 
1*1 " |^| x lO* 0.1 x 10* 


visto que 0.1 eo menor valor possivel para f x . 

No arredondamento, f x e modi f lead o para levar em considera^ao g^. A forma de 
arredondamento mats utilizada e o arredondamento sim£trico: 


K * 10P 


se 1 8 , 1 


< 


1 

2 


x « 


f x X 10* + IQ* -1 se I gx V * \ 
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Portanto se | g x | < g x 6 desprezado, caso contrSrio, somamos o numero 1 ao 
ultimo digito de f x . 

Entao, se | g x | < ^ teremos 


I EA X | = I * “ x I = I Sxl x ^ x 


e 


]H\I _ 18,1x10- < 0.5 x 1Q~ _ 1 10 _ I+1 

1 " l I * | " kj , io< 0 . 1 « iir 2 1(r 

E se ( gj s* 1/2, teremos 

| EAJ = | x - x | = | (f x x 10* + g x x 10*-*) - (f K x 10* + 10*" 1 ) | 

= I g* x 10 ^ - 10^1 = I (g* - 1) ! x Hr* «* | * kp* 

j HR 1 = ^ 1/2 x UT-t ^ \_[2 x_ 10^ < 

** " 1*1 ^ |f x x 10 * + 10^*1 < I f x j x IV 


1/2 x ir { 

0.1 X 10* 


\ X 10-* + 1 
2 


Portanto, em qualquer caso teremos 

|EAJ s | x 10'-’ e |ER,| <jx IQ-” 1 


Apesar de incorrer em erros menores, o uso do arredondamento acarreta am 
tempo maior de execuqao e por esla razao o tmncamento 6 mais utilizado. 
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1 .3.3 ANAllSE DE ERROS NAS OPERATES 
ARITMETICAS DE PONTO FLUTUANTE 

Dada uma seqiiencia de operagoes, como, por exemplo. u - [(x + y) - z — tj + w, e 
importante a nogao de como o crro em uma operagao propaga-se ao Ion go das operagoes 
subseqiientes. 

O crro total em uma operagao c compos to pelo erro das parcelas ou fatores e pelo 
erro no resultado da operagao. 

Nos exemplos a seguir, vamos supor que as operagoes sao efetuadas num sistema 
dc aritmctiea de ponto flutuante de quatro digilos, na base 10, e com acumulador de preci- 
sao dupla, 


Exemplo 4 

Dados x = 0.937 x 10 4 e y = 0.1272 x 10“, obter x + y. 

A adigao em aritmetica de ponto flutuante requer o alinhamento dos pontos deci- 
mals dos dois numeros. Para isto, a mantissa do numero de menor expoente deve ser 
deslocada para a dire it a. Este deslocamento deve ser de um numero de easas decimals igual 
a diferenga entre os dois expoentes. 

Alinhando os pontos decimals dos va lores acima, temos 
x = 0.937 x 10 4 e y = 0.001272 x 10 4 . 


Entao, 


x + y - (0.937 + 0.001272) x 10 4 = 0.938272 x 10 4 . 

Este € o resultado exato desta operagao. Dado que em nosso sistema t 6 igual a 4, 
este resultado dever ser arredondado ou truncado. 

Entao, x + y = 0.9383 x 10 4 no arredondamento e x + y = 0.9382 x 10 4 no 
truncamento. 
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Exemplo 5 

Sejam x e y do Exemplo 4. Obter xy; 

xy - (0.937 x 10 4 ) x (0.1272 x 10 2 ) 

= (0.937 x 0.1272) x 10 6 = 

= 0.1191864 x 10 6 . 

Entao. xy = 0.1192 x 10 6 , se for efetuado o arrcdondamento, e xy = 0.1191 x 10 6 , se 
for efetuado o truncamcnto. 

Os Exemplos 4 e 5 mostram que ainda que as parcelas ou fatores de uma operaqao 
estejam represen tados exatamente no sistema, nao se pode esperar que o resultado armaze- 
nado seja exato. 

Na maioria dos sistemas, o resultado exato da operaqao que denotaremos por OP 
e normalizado e em seguida arredondado ou truncado para t digitos, obtendo assim o 
resultado aproximado OP que 6 armazenado na memdria da maquina. 

Entao, conforme vimos na Seqao 1.3.2, o erro relative no resultado de uma opera- 
qao (supondo que as parcelas ou fatores estao representados exatamente) sera: 

| ERqp | < 10“ 1 + 1 no tmneamento 

| ER op | < - x 10"* + 1 no arredondamento. 

Veremos a seguir as formulas para os erros absoluto e relativo nas operaqoes 
aritmeticas com erros nas parcelas ou fatores. 

Vamos super que o erro final e arredondado. 

Sejam x e y, tais que x = x + EA x ey = y + EA V . 

Adigdo: x + y 

x + y - (x + EA s ) + (y + EA y ) = (x + y) + (EA X + EA^). 

Entao, o erro absoluto na soma, denotado por EA x ty ea soma dos erros absolutos 
das parcelas: 

ea, . , * ea, + EA y - 
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O erro relativo ser£: 


E *x 


+ y 


EA x + y EA x 

x ] 


y ) 

x + y x 

x + y 

J ) 

y 

k x + y J 


= ER 


x ' 
x + y 


+ 


ERy 


'JL' 

x + y 


Subtragdo: x - y 

Analogamente temos: 


EAj-j - EA, - EA y e 


ER 


x-y 


EA x - EA v 

x - y 



- ER. 



Mu!tiplica$do\ xy 

xy = (x + EA x )(y + EA ) = 


= x y + x EA + y EA + (EA )(EA ) 


Considerando que (EA x )(EA y ) e um numero pequeno, podemos desprezar este 
termo na ex pres sac acima. 

Teremos entao EA *= x EA + y EA 

xy y x 

x EA + yEA EA EA. 

ER .... - *= = + -=* - ER^ + ERy. 


xy 


x y 


Divisao: x/y 


x = x + EA X 

y y + EA y 


x + EA x 


1 1 


y 


i + 
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Representando o fator 


y 


sob a forma de uma serie infinita, teremos 


— L-=i-^ + 

i + ^ y 


(ea ] 


(EA > 





y J 


y J 


+ - - - 


e desprezando os termos com pot£ncias maiores que 1 T teremos 

x ^ * + EA x L _ = x + _ * E N _ EA x EA v 


y y y ; y y 


y 2 


y 2 


Entao 


X x EA x x EA y 

- » — + — - — ^jr 3 - * 

y y y y 2 


EA X x EA y EA^ - x EA 
Assim, E A x ■ ~ — - = — 1 


■ ty 


y y 2 


y 2 


ERx/y ~ 


y EA X - x EAy ^l | EA x EA^ 


y2 


I- i 


Escrevemos todas essas fdrmulas sem considerar o erro de arre do ndamento ou 
truncamento no resultado final. 

A anMise completa da propagagao de erros se faz considerando os erros nas 
pare e las ou fatores e no resultado de cada operagao efetuada. 


Exemplo 6 

Supondo que x, y, z e t estejam representados exatamente, qual o erro total no calculo 
de u = (x + y)z - t? (Calcularemos o erro relativo e denotaremos por RA o erro relativo de 
arredondamento no resultado da operagao.) 
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Seja s = x + y. 0 erro relativo nesta operagao sera: 


ER S - ER x 


(ih) + ER v 


+ RA - 0 + RA . 

x + y 


Assim, | ERj = | RA | < ^ x 10" 1 + x . 

Calcuiando agora s x z, teremos m = s x z, e o erro relativo desta operagao serS: 

EA Z 

ER„ = ER + ER + RA = ER + + RA = RA + 0 + RA. 


Entao, 


| ER^ | | RA s | + ( RA \ < ~ x 10-* + 1 + | x 10" 1 + 1 = 10"* + K 


Calcularemos u = m~teo erro relativo desta operagao ser&: 


EA,, - EA, 




/ m \ 


ER,, = — =■ — +- RA = — + RA * _ ■ _ 

u m-t m-t m m - t 


+ RA 


ER [= 5! -=,| + RA. 
“m-t 


Entao, 


l ER J s l ER ml 


m 


m - t 


■r RA < 10 -1 + 1 


m 


m - t 


+ | x l(T l + 1 


Finalmente* 
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Exemplo 7 


Vim os que dados x, y e z = x - y, entao: 



E A, - EA^ EA, 

x - y x 




Se x e y sao numeros positivos arredondados, entao: 



< \ x I0" t+ 1 e 

5^ 

X 

2 

y 


< i x io- t + 1 


£ claro que se x « y, entao o erro relativo em z pode ser grande, como por 
exemplo, se x = 0.2357 x 10 3 e y = 0.2353 x 10 3 , entao z = x — y = 0.0004 x 10 3 e isto £ 
denominado cancelamento subtrativo. 

0 erro relativo em z e limitado superiormente por: 


fERj 


'0. 2357 x 10 3 + 0.2353 x 10 3 ^ 

0.0004 x 10 3 


x | x 10" 3 (t - 4) 


=* | ERJ < 0.5888 - 59%. 


Este erro relativo e propagado nas prdximas opera^oes (pois eada cxpressao para 
o erro relativo depende do erro relativo em eada parcela ou fator). 

Por exemplo, para w = zt, se t = 0.4537 x 10 3 teremos w = 0.1815 x 10 3 e 

lERj *£ |ERJ + jEI^ j < 0.59 + - x 10' 3 - 0.5905 - 59%. 

Desta forma, o cancelamento subtrativo pode dar origem a grandes enos nas 
operaqoes seguintes. 
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EXERCICIOS 


1. Converta os seguintes numeros decimals para sua forma binaria; 


x = 37 


y = 2345 


z = 0.1217 


2. Converta os seguintes numeros binaries para sua forma decimal: 


x = (101101) 2 
z = (0.1101) 2 


y = (110101011) 2 
w = (0,111111101) 2 


3. Seja um sistema de aritmetica de ponto flutuante de quatro digitos, base decimal e com 
acumulador de prectsao dupta. Dados os numeros: 

x = 0.7237 x 10 4 y = 0.2145 x 10“ 3 e z = 0.2585 x 10 1 

efetue as seguintes operates e obtenha o erro relative no resultado, supondo que x, y 
e z estao exatamente represent ados: 

a) x + y + z d) (xy)/z 

b) x-y-z e) x(y/z) 


c) x/y 


4. Supondo que x e representado nura computador por x, onde x e obtido por arredonda- 
men to, obtenha os limites superiores para os err os relativos de u = 2x e w = x + x. 

5. Idem para u = 3xew = x + x + x, 

6. Sejam x e y as representagoes de x e y obtidas por arredondamento em um computador. 
Deduza expressoes de limitante de erro para mostrar que o limitante do erro reiativo de 
u = 3 x y e menor que o de v = (x + x + x) y. 

7. Verifique de alguma forma que, se r F tem representagao finita na base 2 com k digitos, 
ou seja, r F = (0. d 1 d 7 ...d Jc ) 7 , entao sua representagao na base 10 e tambem finita com k 
digitos. 
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8. E interessante observar que a adigao em aritm^tica de ponto flutuante nem sempre € 
associativa. Prova-se que dados n numeros x J} x n representados exatamente, o 
iimite do erro total devido ao arredondamento na soma S = Xj + x 2 + ... x n e: 

| EA S | ^ [(n - l)x t + (n - l)x 2 + (n - 2)x 3 + ... + xj x x 10 _t + 1 . 

a) Faga n - 5 e prove que esta relagao 6 verdadeira, 

b) Analise cuidadosamente a expressao acima e verifique que, dados n numeros, o 
erro total sera menor se forem ordenados em ordem crescente antes de serem 
somados. 

9. Considere uma mSquina cujo sistema de representagao de numeros e definido por: 
P = 10, t = 4, 1 = -5 e u - 5. Pede-se: 

a) quai o menor e o maior numero em modulo representados nesta maquina? 

b) como sera representado o numero 73.758 nesta maquina, se for usado o arredon- 
damento? E se for usado o truncamento? 

c ) se a = 42450 e b = 3 qual o resultado de a + b? 

d) qual o resultado da soma 

10 

S = 42450 + ^ 3 
k-1 

nesta maquina? 

e ) idem para a soma: 

10 

S - J 3 + 4245 °- 
k-l 

(Obviamente o resultado deveria ser o raesmo. Contudo, as operagoes devem ser 
realizadas na ordem em que aparecem as parcelas, o que conduzira a resultados 
distintos). 
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f) o resuitado da operagao: wz/t pode scr obtido de varias maneiras, bastando raodifiear 
a ordem em que on calculos sao efetuados. Para determinados va lores de w, z e t, uma 
sequent i a de calculos pode ser melhor que outra. Faga uma aniline para o caso em 
que w = 100, z = 3500 e t = 7. 


10. Escreva urn programa em alguma lmguagem para obier o resuitado da seguinte ope- 
ragao: 


S = 10000 - X x 

k = l 

para; a) n = 100000 e x * 0. 1 ; b) n = 80000 et = 0.125. 


PROJETOS 

1. PRECISAO DA MAQUINA 

A precisao da maquina £ definida corao sendo o menor numero positivo cm aritmetica de ponto 
flutuante £, tal que (1 + £) > 1 . Este numero depende totalmente do sistema de representagao da 
maquina: base numgrica, total de di'gitos na mantissa, da forma como sao reaiizadas as 
opera goes e do compilador utilizado. E importante conhecermos a precis do da mdquina porque 
em v£rios algoritmos preci samos fomecer como dado de entrada urn valor positivo, proximo de 
zero, para ser usado em testes de comparagao com zero. 

O algoritmo a scguir estima a precisao da maquina: 

Passo 1 : A = I ; 

s = 2; 

Passo 2: Enquanto (s) > 1, faga: 

A = A/2 
S = I + A; 


Passo 3; Faga Prec = 2A e imprima Free. 
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a) Teste este algoritmo eserevendo um programs usando utna tinguagem conheeida. 
Declare as variaveis do programs cm precisao simples e execute o programs; em 
seguida, declare as variiveis em precisSo dupla e execute novamente o programa. 

b) Inlerprete o passo 3 do algoritmo, isto 6 t por que a aproxima^So para Prec 6 
escolhida como sendo o dobro do ultimo valor de A obtido no passo 2? 

c) Na defmi^ao de precisao da miquina, usamos como referenda o mimero 1. No 
algoritmo a seguir, a variivel VAL 6 um dado de entrada, escolhido pelo usuirio: 

Passo 1 ; A = 1 ; 

s = VAL + A; 

Passo 2: Enquanto ( s) > VAL. fa 9 a; 

A = A/2 
s = VAL + A 

Passo 3: Fa$a Prec = 2A e imprima Prec. 

c.l) Teste seu programa atribuindo para VAL os numeros; 10. 17. 100, 184, 
1000, 1575, 10000, 17893. 

c.2) Para cada valor difereme para VAL, imprima o valor correspondente ob- 
tido para Prec. Justifique por que Prec se altera quando VAL € modificado. 


2. CALCULO DE e x 

Escreva um programs em uma linguagem conheeida, para calcular e x pela sirie de Taylor com 
n termos. O valor de x e o numero de termos da s£rie, n, sao dados de entrada deste programa. 
Para va lores, negatives de x, o programa deve calcular e x de duas formas: em uma delas o valor 
de x € usado diretamente na s6rie de Taylor e, na outra forma, o valor usado na s6rie 6 y = -x, 
e, em seguida. calcuia-se o valor de e x atraves de l/e x . 

a) Teste seu programa com vinos valores de x (x proximo de zero e x distante de 
zero) e, para cada valor de x. teste o cilculo da serie com vinos valores de n, 
Analise os resuhados obtidos. 
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b) Dificuldades com o caiculo do fatorial: 

O caiculo de k! necessario na serie de Taylor pode ser feito de modo a evitar 
a ocorrencia de overflow. Os calculos podem ser organizados dc modo a se 
evitar o “esiouro” no caiculo de k\; para isto e preciso analisar cuidadosamen 
te o k-esimo termo xtyk!, tentar misturar o caiculo do numerador e do deno- 
minador e realizar divisoes inlermediarias. Estude uma mancira de realizar 
esta opera^ao de modo a evitar que k! estoure. 

c) Com a modificaqao do item (t), a serie de Taylor pode ser calculada com 
quantos termos se queira. Qual seria um eriterio de parada para se imerromper 
o caiculo da serie? 


% 

MAKRON 

Books 


CAPlTULO 



ZEROS REAiS DE FUNQOES REAIS 


2.1 INTRODUQAO 


Nas mais diversas areas das ciencias exalas ocorrem, frequentemente, situaqoes que envol- 
vem a resoluqao de uma equaqao do tipo f{x) = 0. 

Consideremos, por exemplo, o seguinte circuilo: 



Figure 2.1 


A figura acima representa um dispositivo nao linear, isto e, a funqao g que da a 
tensao em funqao da corrente € nao linear. Dados E e R e supondo conhecida a caracteristica 
do dispositivo v = g(i), se quisermos saber a corrente que vai fluir no circuito temos de 
resolver a equaqao E - Ri - g(i) = 0 (pela lei de Kirchoff), Na pratica, g(i) tem o aspecto de 
um polinomio do terceiro grau. 
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Queremos entao resolver a equagao f(i) = E - Ri - g(i) = 0. 

O objetivo deste capitulo 6 o estudo de metodos numericos para resol ugao de 
equagocs nao lineares como a acima. 

Um numero real | c um zero da fungao f(x) ou uma raiz da equagao f(x) - 0 
se f(D = 0. 

Em alguns casos, por exemplo, dc equagoes poiinomiais, os valores de x que 
anulam f(x) podem ser reals ou compiexos. Neste capitulo, estaremos interessados somente 
nos zeros reais de f(x), 

Graficamente, os zeros reais sao representados pejas abcissas dos pontos onde 
uma curva intercepta o eixo ox. 





Figura 2.2 
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Como obter raizes reals de uma equagao qualquer? 

Sabemos que, para algumas equagoes, como por exemplo as equagoes polinomiais 
de segundo grau, existem fdrmulas explicitas que dao as raizes era fungao dos coeficientes. 
No entanto, no caso de polinomios de grau mais alto e no caso de fungoes mais compli- 
cadas, i praticamentc itnpossivel se achar os zeros exatamente. Por isso, temos de nos 
contentar cm encontrar apenas aprox imagoes para esses zeros; mas isto nao e uma limitagao 
muito sdria, pois, com os metodos que apresentaremos, conseguimos, a menos de limitagoes 
de maquinas, encontrar os zeros de uma fungao com qualquer precisao prefixada. 

A ideia central destes metodos 6 partir de uma aproximagSo inicial para a raiz e 
em seguida refinar essa aprox imagao atraves de urn processo iterativo. 

Por isso, os metodos constant de duas fases: 

FASE I: Localizagao ou isolamento das raizes, que consiste em obter um interva- 
lo que content a raiz; 

FASE II: Refinamento, que consiste em, escolhidas aproximagoes iniciais no 
intervalo encontrado na Fase I, melhora-las sucessivamente ate se obter uma 
aproximagao para a raiz dentro de uma precisao e prefixada. 


2.2 FASE I: ISOLAMENTO DAS RAIZES 


Nesta fase 6 feita uma analise teorica e grafica da fungao f(x). £ importante ressaltar que o 
sucesso da Fase II depende fortemente da precisao desta analise. 

Na analise tedrica usamos frequenteraente o teorema: 

TEOREMA 1 

Seja f(x) uma fungao continua num intervalo [a, b]. 

Se f(a)f(b) < 0 entao existe pelo menos um ponto x ; = | emre a e b que e zero 


de f(x). 


30 


Cdlculo Numerico Cap. 2 


GRAFICAMENTE 





Conforms vemos, a interpreta^ao grafica deste teorema e extremamente simples 
(e uma demonstra^ao deste resultado pode ser encontrada em [11]). 

OBSERVAgAO 

Sob as hipoteses do teorema anterior, se f'(x) existir e preservar sinai em (a, b), entao este 
intervalo cont£m um unico zero de f(x). 
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GRAFICAMENTE 



f(x) 


m 


-* 

X 


f'(x) > o, Vx e[a, b) 


f (x) < 0, Vx E[a, b] 


Figure 2.4 


Uma forma de se isolar as raizes de f(x) usando os resultados anteriores e tabeiar 
f(x) para v^rios valores de x e analisar as mudanqas de sinal de f(x) e o sinal da derivada 
nos intervals cm que f(x) mudou de sinal. 

Exemplo 1 

a) f(x) = x 3 - 9x + 3 

Construindo uma tabela de valores para f(x) e considerando apenas os sinais, 

temos: 


X 

1 

8 

) 

8 

,L 

O 

<!* 

-3 

~1 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

X 

if* 

- — — — 

+ 


+ 

— 

— 

+ 

+ 

+ 


Sabendo que f(x) 6 continua para qualquer x real e observando as variates dc 
sinal, podemos concluir que cada um dos intervalos = [-5, -3], l 2 = [0, 1] e 1 ? = [2, 3] 
contem pelo menos um zero de f(x). 
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Como f(x) e polinomio de grau 3, podemos afirmar que cada intervalo content um 
unico zero de f(x); assim, local izamos todas as raizes de f(x) = 0. 

b) £(x) = Vx - 5e -x 

Temos que D(f) = IR + (D(f) s dominio de f(x)) 

Construindo uma tabela de valores com o sinal de f(x) para determinados valores 
de x temos: 


X 

0 1 2 3 

f(x) 

1 

I 

+ 

+ 


Analisando a tabela, vemos que f(x) admite pelo menos um zero no intervalo 

( 1 . 2 ). 

Para se saber se este zero e unico neste intervalo, podemos usar a observaqao 
anterior, isto 6, analisar o sinal de f'(x): 


f'(*) 


1 

2 Vx" 


+ 5e~ x > 0, 


Vx > 0. 


Assim, podemos concluir que f(x) admite um unico zero em todo sen dominio de 
definiqao e este zero esta no intervalo (1, 2). 


OBSERVAQAO 

Se f(a)f(b) > 0 entao podemos ter varias situaqoes no intervalo [a, b], conforme mostram os 
graficos: 
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A analise grafica da fungao f(x) ou da equaqao f(x) = 0 e fundamental para se 
obter boas aprox imagoes para a raiz. 

Para tanto, e suficiente utilizar urn dos seguintes processos: 

i) esbogar o grafico da funqao f(x) e localizar as abcissas dos pontos onde a 
curva intercepta o eixo ox; 

ii) a partir da equagao f(x) = 0» obter a equagao equivalente g(x) = h(x), 
esbogar os graficos das fungoes g(x) e h(x) no mesmo eixo cartesiano e 
localizar os pontos x onde as duas curvas se inteTceptam, pois neste caso 
m = 0 O g(|) - h(|); 

iii) usar os programas que tragam graficos de fungoes, disponiveis era algumas 
calculadoras ou softwares matematicos. 
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O esboso do grafico de uma firngao requer urn estudo detalhado do comportamcnto 
desta fun^ao, que envolvc basicamente os itens: dommio da funqao; pontos de descontinui- 
dade; intervales de crescimento e decrescimento; pontos de maximo e rmnirno; concavida- 
de; pontos de inflexao e assintotas da fun^ao. 

Este esquema geral de analise de fun^oes e construcao de graficos e encontrado 
em [16J e [20], 


Exemplo 2 

a) f(x) = x 3 - 9x + 3 

Usando o processo (r), temos: 



f(x) = x 3 - 9x + 3 
f'(x) =3x 2 - 9 
f'(x) = 0 <*> x = ± vT 


X 

m 

-4 

-25 

-3 

3 

- V3 

13.3923 

-1 

11 

0 

3 

1 

-5 

y/3 

-7.3923 

2 

-7 

3 

3 


li €(-4, -3) 

h £(o> i) 

I 3 ^(2, 3) 


Figura 2.6 
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E, usando o processo (it) - , da equagao x 3 - 9x + 3 = 0, podemos obter a cquagao 
equivalente x 3 = 9x - 3, Neste caso, temos g(x) = x 3 e h(x) = 9x - 3. Assim, 



Figure 2.7 
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b ) f(x) - Vx - 5e“* 

Neste caso, i mats conveniente usar o processo (it): 
t/x - 5e“* = 0 vT = 5e -x =* g(x) = Vx" e h(x) = 5e _x 



Se(i,2) 


c) f(x) “ xlog(x) - 1 

Usando novamente o processo (ii) temos que 

xlog(x) - 1 = o log(x) = ^ g(x) = iog(x) e h(x) = ~ 
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2.3 FASE II: REFINAMENTO 

Estudarcmos nesle item varios metodos numericos de refinamento de raiz. A forma como se 
efetua o refinamento e que diferencia os metodos, Todos eles pertencem a classe dos 
metodos iterativos. 

Um rndtodo iterative consiste em uma seqiiencia de instrugoes que sao executadas 
passo a passo, algumas das quais sao repetidas em ciclos. 

A execugao de um ciclo reeebe o nome de itera^ao. Cada iteragao utiiiza resul- 
tados das iteragoes anteriores e efetua determinados testes que permitem verificar se foi 
atingido um resultado proximo o suficiente do rcsultado esperado. 

Observamos que os metodos iterativos para obter zeros de fungoes fomecem 
apenas uma aproximagao para a solugao exata. 

Os metodos iterativos para refinamento da aproximagao initial para a raiz exata 
podem ser colocados num diagram a de fluxo: 
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Figura 2.10 


2.3.1 CRITERIOS DE PARADA 

Pelo diagrama de fluxo verifica-se que todos os metodos iterativos para obter zeros de 
i'ungao efctuam um teste do tipo: 

x k esta suficientemente proximo da raiz exata? 

Que tipo de teste efetuar para se verificar se x k esta suficieniemente proximo da 
raiz exata? Para isto i preciso en tender o significado de raiz aproximada. 
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Existent duas interpretagoes para raiz aproximada que nem sempre levam ao 
mesmo resultado: 

x e raiz aproximada com precisao £ se: 

i) | x - % j < e ou 

ii) I f(x) I < £. 


Como efetuar o teste (i) se nao conhecemos 

Uma forma 6 reduzir o intervalo que content a raiz a cada iteragao. Ao se conse- 
guir um intervalo [a, b] tai que: 


1 G [a, b] ] 
e 

b - a < e 


entao V x E [a, b], | x - 1 1 < e. Portanto, V x e [a, bj pode ser 
tornado como x 



Nem sempre 6 possivel ter as exigences (i) e (ii) satisfeitas simultaneamente. Os 
graficos a seguir ilustram algumas possibilidades: 
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f(X) t 


|x ~ II < « 

m\ < t 



(C) 


Figure 2.12 


Os metodos numericos sao desen volvidos de forma a satisfazer pelo menus um 
dos criterios. 

Observances que, dependendo da ordem de grandeza dos mimeros envoi vidos, e 
aconselhavel usar teste do erro relativo, como por exemplo, considerar x como aproximaqao 

de | se < e onde L = | f(x) \ para algum x escolhido numa vizinhanqa de 

Em programas computacionais, alem do teste de parada usado para cada metodo. 
deve-se ter o cuidado de estipular um numero maxima de iteragdes para se evitar que o 
programa entre era “looping” devido a erros no proprio pro grama ou a inadequaqao do 
metodo usado para o problems em questao. 
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2.3.2 METODOS ITERATIVOS PARA SE OBTER 
ZEROS REAIS DE FUNQOES 

I. METODO DA B1SSECQAO 

Seja a fungao f(x) continua no intervalo [a, b] e fal que f(a)f(b) < 0. 

Vamos supor. para simplificar, que o intervalo (a, b) contenha uma unica raiz da 
equagao f(x) = 0. 

O objetivo deste m6todo e reduzir a amplitude do intervalo que cont6m a raiz ate 
se atingir a precisao requerida: (b - a) < e, usando para isto a sucessiva divisao de [a. b] 
ao meio. 

GRAFICAMENTE 



Figura 2.13 
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As iterances sao realizadas da seguinte forma: 
*0 + b 0 


*o - 


“l + b l 


Xn - 


*2 


+ bn 


f(a„) < O' 
, f(b 0 ) > 0 

f(*0> > 0 

■ => . 

f(a,) < 0 
. etbj) > o 

«*,) < 0 

L ,, 

L 

f(a 2 ) < O' 
- f(b 2 ) > 0 
f(x 2 ) < 0 

i. . 

r 

K « 


| S ( Sq , Xq ) 
a, » a r 


l “0 
b l “ *0 

1 e (xj, bj) 
*2 “ *1 


[ 6 e <x 2 , b 2 ) 

a 3 “ x 2 
b 3 - b 2 


Exemplo 3 

Ja vimos que a fungao f(x) = xlog(x) - 1 tem urn zero em (2, 3). 

O metodo da bissecgao aplicado a esta funqao com [2, 3] como intervalo inicial 

fornece: 


x 


0 


2 + 3 
2 


2.5 


f(2) - -0.3979 < 0 


f(3) - 0.4314 > 0 

- 1 

if(2.5) - -5.15 xlO* 3 < 0 

L J 



\ € (2.5, 3) 

a l * x o " 

b, - b 0 = 


2.5 

3 


x 


I 


2.5 + 3 

2 



8(2.5) < 0 

- 

- 2.75 ■ 

f(3) > 0 

h , 


8(2.75) - 0.2082 > 0j 



i e (2.5, 2.75) 
a 2 “ aj ** 2.5 

b 2 - Xj = 2.75 
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ALGOR1TMO 1 

Seja f(x) continua em [a, b] e tal que f(a)f(b) < 0. 

1) Dados miciais: 

a) intervalo initial [a, b] 

b) precisao e 

2) Se (b - a) < e, entao escolha para x qualquer x E [a, bj. FIM. 

3) k = 1 

4) M = f(a) 


6) Se Mf(x) > 0, faga a = x. Va para o passo 8. 

7) b = x 

8) Se (b - a) < e, escolha para x qualquer x G [a, b], FIM. 

9) k = k + 1. Volte para o passo 5. 
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Terminado o processo, teremos um intervalo [a, b] que contem a raiz (e tal que 
(b - a) < e) e uma aproximagao x para a raiz exata. 
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Exempio 4 

f(x) = x 3 - 9x + 3 I = [0, tl £ = 1(H 


Iteraqao 

X 

f(s) 

b - a 

1 

.5 

-1.375 

.5 

2 

.25 

.765625 

.25 

3 

.375 

-.322265625 

.125 

4 

-3125 

.218017578 

.0625 

5 

.34375 

-.0531311035 

.03125 

6 

.328125 

.0822029114 

.015625 

7 

.3359375 

.0144743919 

7.8125 x 1(T 3 

8 

.33984375 

-.0193439126 

3.90625 x Hr 3 

9 

.337890625 

-2.43862718 x 10^ 3 

1.953125 x 10- 3 

10 

.336914063 

6.01691846 x 10" 3 

9.765625 x 10" 4 


Entao x = .337402344 em dez iteragoes. Observe que neste exempio escoihemos 


a + b 



ESTUDO DA CONVERGiNCIA 

E bastante intuitivo perceber que se f(x) e con tin u a no intervaio fa, b] e f(a)f(b) < 0, o 
metodo da bissecgao vai gerar uma sequencia {x fc } que converge para a raiz. 

No entanto, a prova analitica da convergence requer aigumas consideragoes. Su- 
ponhamos que [a 0 , b 0 ] seja o intervaio inicial e que a raiz | seja unica no interior desse 
intervaio. O metodo da bissecgao gera tres seqii£ncias: 

{a k }: nao-decrescente c limitada superiormente por b () ; entao existe r €: IR tal 

que 

lim a k = r 

k — ■ « 
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rior. 


nao-crescente e limitada inferiormente por a 0 , entao existe s € R tal que 
lira b k = s 

k ^ kj 


a k + \ 

{xjJ: por constru^ao (x k = — ), temos a k < x k < Y k. 


A amplitude de eada intervalo gerado € a metade da amplitude do intervalo ante- 


Assim, V k: b k - a k = 80 


(bn 3n) 

Entao lira (b k - a k ) = lim — — - — — = 0. 

k — £ « If aa * 


Como {a^} e {b^} sao convergentes, 


lira — * lira a k ~ 0 =4 lira ^ = lim a k . Entao r = s. 

k—>M k «> k — > « 


Seja I *= r = s o limite das duas sequent ias. Dado que para todo k o ponto x k 
pertence ao intervalo (a k , b k ), o Cdlculo Diferencial e Integral nos garante que 

lira x v - C 

k -> 


Resta provar que f 6 o zero da fun?ao, ou seja, f( fi ) = 0. 

Em cada iterate k temos f(a k ) f(b k ) < 0. Entao 

0 Ss lim f(a k )f(b k ) - lira f(a k ) lim f(b k ) - f(lim a k ) f(lim b k ) = 

k -+ « k — > » k — > » k — > ™ k 


*f(r)f(s) = f{f)f(!) = [f{J?)] 2 
Assim, 0 2* [f(l )] 2 ^ 0 donde f(J( ) = 0. 
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Portanto lim x k = I e ! e zero da fungao. Das hipoteses iniciais temos que i! = 
k -* » 

Conclufmos, pois, que o metodo da bissecgao gera uma seqii&ncia convergente 
sempre que f for conttnua era [a, bj com f(a)f(b) < 0. 

Ao leitor interessado nos resultados sobre convergence de seqCiencias de reais 
utilizados nesta demon stragao rccomendamos a referenda [11], 

ESTiMATIVA DO NUMERO DE ITERATES 

Dada uma precisao £ e um intervalo inicial [a, b] } 6 possfvel saber, a priori , quantas 
iterates serao efetuadas pelo metodo da bissecgao atd que se obtenha b - a < e, usando o 
Algoritrao 1. 

Vimos que 


L b k-l ~ a k-l b 0 ~ a 0 

b t - a k 2 

Deve-se obter o valor de k tal que < c, ou seja, 

° 2k ■ < e =► 2 k > 0 e ~ => k log(2) > log(b 0 - a 0 ) - log(e) 

iog(b 0 - a 0 ) - log(e) 
k > tog(2) 


Portanto se k satisfaz a relagao acima, ao final da iteragao k teremos o intervalo 
[a, b] que content a raiz tal que V x & [a, b] =^> | x - || b - a < t. 

Por exemplo, se desejamtos encontrar o zero da fungao f(x) = x log(x) - 1 que 
esta no intervalo [2, 3] com precisao e - 10" 2 , quantas iteragoes, no mi'nimo, devemos 
efetuar? 


, log(3 - 2) - Iog(ir 2 ) log(l) + 2 tog(10) 2 

k> “ ' log<2) log(2) ’ 03010 


6.64 => k = 7 
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OBSERVANCES FINAIS 

- conforme demon stram os, satisfeitas as hipoteses de continuidade de f(x) em 
[a, b] e de troca de sinal em a e b, o metodo da bissecgao gera uma seqiiencia 
convergente, on seja, e sempre possivel obter urn intervalo que contem a raiz 
da equagao em estudo, sendo que o comprimento deste intervalo final satisfaz 
a precisao requerida; 

- as iteragoes nao envolvem c&lculos laboriosos; 

- a convergence 6 muito lenta, pois se o intervalo inicial e tal que b 0 - a 0 » e 
e se t for muito pequeno, o numero de iteragoes tende a ser muito grande, 
como por exemplo: 


b o - ^ = 3 
e = lO -7 


24.8 


k = 25. 


O Algoritmo \ pode incluir tambem o teste de parada com o mddulo da fungao e 
o do numero maximo de iterances. 


II. METODO DA POSIQAO FALSA 

Seja f(x) contmua no intervalo fa, b] e tal que f(a)f(b) < 0. 

Supor que o intervalo (a, b) contenha uma unica raiz da equagao f(x) = 0. 

Podemos esperar conseguir a raiz aproximada x usando as informagoes sobre os 
valores de f(x) disponiveis a cada iteragao. 

No caso do metodo da bissecgao, x e simplesmente a media aritmetica entre a e b: 
a + b 


x 


2 
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No Exemplo 4, temos f(x) = x 3 - 9x + 3, [a, b] = [0, I } e f( 1 ) = -5 < 0 < 3 = f(0). 
Como | f(0) | esta mais proximo de zero que | f(l) j, e provavel que a raiz esteja mais 
prdxima de 0 que de 1 (pelo mcnos isto ocorre quando f(x) 6 linear em [a, bj). 

Assim, em vez de tomar a media aritmetica entre a e b, o meiodo da posigao 
falsa toma a media aritmetica ponderada entre a e b com pesos j f(b) j e | f(a) (, respecti- 
vamente: 


a I f(b) I + b | f(a) 1 af(b) - bf(a) 

X “ |f(b)| + | f(a) | f(b) - f(a) 

visto que f(a) e f(b) tem sinais opostos. 

Graficamente, este ponto x e a intersec^ao entre o eixo ox e a reta r(x) que passa 
por (a, f(a)) e (b, f(b)): 



E as iterates sao feitas assim: 
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Figure 2.14 


Exemplo 5 

O metodo da posigao falsa aplicado a xiog(x) - 1 em (a^, b 0 ] - [2, 3], fica: 
f(a 0 ) = - 0.3979 < 0 


f(b 0 ) = 0.4314 > 0 


= af( b) - bf(a) 2 x 0.4314 - 3 x (-0.3979) 2.0565 

^ " T(b) - f(a) “ 0.4314 - (-0 3979) “ 0.8293 “ l ' ™ 


f(x 0 ) - -0.0219 < 0. Como f(a 0 ) e f(x 0 ) tem o mesmo sinal, 
aj = x Q = 2.4798 f(a ( ) < 0 

H 

b 1 = 3 f(bj) > 0 


2 .479S_x_ 0.4314 - 3 x (-0.0219 ) 

0.4314 - (-0.0219) 


2.5049 e 
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f(x L ) = -0.0011. Analogamente, 



ALGORITMO 2 

Scja f(x) continua em [a ? bj e tal que f(a)f(b) < 0. 
1) Dados iniciais 

a) intervaio imcial [a, b] 

b) precisoes e x e e 2 


2 ) 


Se (b - a) < fij, entao escolha para x qualquer x £ [a, b]. FIM. 
se j f(a) | < Ej 


escolha a ou b como x. FIM. 


ou se | f{b) | < Zj 


3) k = 1 

4) M = f(a) 

af{b) - bf(a) 

} " m - m 

6) Se | f(x) | < e 2 , escolha x = x. FIM. 

7) Se Mf(x) > 0, faga a = x. VS para o passo 9. 

8) b = x 

9) Se b - a < Ej, entao escolha para x qualquer x £ (a, b). FIM. 

10) k - k + 1. Volte ao passo 5. 
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Exemplo 6 

f(x) = x 3 - 9x + 3 I = [0, 1] = ^ x l®” 4 

Aplicando o metodo da posigao falsa, temos: 


Iteragao 

X 

f(x) 

b - a 

X 

.375 

-.322265625 

1 

2 

.338624339 

-8.79019964 x 10“ 3 

.375 

3 

.337635046 

-2.25883909 x 1(H 

.338624339 


E port an to x = 0.337635046 e f(x) = -2.25 x 10" 4 . 


CONVERGE NCI A 

Na referenda [30] encontramos demonstrado o seguinte resultado: 

“Se f(x) 6 contmua no interval© [a, b] com f(a)f(b) < 0 entao o metodo da posigao 
falsa gera uma seqiiencia convergente”. 

Embora nao fagamos aqui a demonstragao, observamos que a ideia usada 6 a 
mesma aplicada na demonstragao da convergencia do metodo da bissecgao, on seja, usando 
as sequencias {a k }, {x k } e {b k }. Observamos, ainda, que quando f € derivavel duas vezes 
em [a s b] e f "(x) nao muda de sinal nesse intervalo, e bastante intuitivo verificar a conver- 
gencia graficamente: 
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Em todos os casos da figura anterior os elementos da seqii&ncia {x^} se eneontram na 

parte do intervalo que fica entre a raiz e o extremo ndo - fixo do interval o e lim x k = 

k 

Anaiisando ainda estes graficos, podemos concluir que em geral o metodo da posigao 
falsa obtem como raiz aproximada um ponto x k no qual ! f(x) f < £, sem que o interval o I = [a, 
b] seja pequeno o suficiente. Portanto, se for exigido que os dois criterios de parada sejam 
satisfeitos simultaneamente, o processo pode exceder urn numero maxi mo de iterates. 
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III. METODO DO PONTO FIXO (MPF) 

A importancia deste metodo esta mais nos conceitos que sao introduzidos em seu estudo 
que em sua eficiencia computacional. 

Seja f(x) uma fungao continua em [a, b], intervalo que content uma raiz da equa- 
gao f(x) = 0. 

O MPF consiste em transformar esta equagao em uma equagao equivalente 
x - qp(x) e a partir de uma aproximagao inicial x Q gerar a seqiiencia {x k } de aproximagdes 
para | pela relagao x k+1 = qp(x t ), pois a fungao qp(x) e tal que f(|) = 0 se e somente 
se cp(E-) = Transfonnamos assim o problema de encontrar urn zero de f(x) no problema de 
encontrar um ponto fixo de <p(x). 

Uma fungao qp(x) que salisfaz a eondigao acima e chamada de fungao de iteragao 
para a equagao f(x) - 0. 


Exemplo 7 

Para a equagao x 2 + x- 6- 0 temos varias fungdes de iteragao, entre as quais: 

a) cpj(x) = 6 - x 2 ; 

b) cp 2 (x) = ± V6 - x; 

c) <p 3 (x) = | - 1; 

V <P4{*)»-7Y- 

A forma geral das fungdes de iteragao tp(x) e tp(x) = x + A(x)f(x), com a eondigao 
que em ponto fixo de <p(x), se tenha A(|) * 0. 

Mostremos que f(|) = 0 tp(|) = 

(=>) seja | tal que f(l|) = 0. 

<P(1) = 6 + A(|)f(l) =» tp(g) = | (porque f(l) = 0). 

(<=) se <p0=) = 6 => I + A<S)f(£) = £ =* A©f© = 0 => f(?) = 0 (porque A© - 0). 
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Com isto vemos que, dada uma equagao f(x) = 0, existem infinitas fungoes de 
iteragao qp(x) para a equagao f(x) = 0. 

Graficamente, uma raiz da equagao x = tp(x) e a abcissa do ponto de intersecgao 
da reta y = x e da curva y = <p(x): 




Figure 2.16 
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V) 


y 


X 

W * S 


-x 


X 

* i 


Figura 2,16 
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Portanto, para certas q>(x), o processo pode gerar uma seqiiencia que diverge de |. 


ESTUDO DA CONVERGENCE DO MPF 

Vim os que, dada uma equagao f(x) = 0, existe mais de uma fungao <p(x), tal que f(x) = 0 o 
x = cp(x). 

De acordo com os graficos da Figura 2.16, nao e para qualquer escolha de qp(x) 
que o processo recursivo definido por x k+t = cp(x k ) gera uma seqiiencia que converge para 


Exemplo 8 

Embora nao seja preciso usar me to do numerico para se encontrar as duas raizes reais 
= -3 e % 2 ~ 2 da equagao x 2 + x - 6 = 0, vamos trabalhar com duas das fungoes de 
iteragao dadas no Exemplo 7 para demonstrar numerica e graficamente a convergent a ou 
nao do processo iterativo. 

Consideremos primeiramente a raiz = 2 e tp^x) = 6 - x 2 Tomando x 0 = 1.5 
temos cp(x) - cp t (x) e 

Xj = tp(x 0 ) = 6 - 1.5 2 = 3.75 

x 2 = cp(Xj) = 6- (3.75) 2 = - 8.0625 

x 3 = cp(x 2 ) = 6 - (-8.0625) 2 = -59.003906 

x 4 = cp(x 3 ) = -(-59. 003906 ) 2 + 6 - -3475.4609 


e podemos ver que {x k } nao eslti convergindo para = 2. 
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GRAHCAMENTE 



Figura 2.17 


Seja agora | 2 - 2, cp 2 (x) = V6 - x e novamente x 0 - 1.5. Temos, assim, 
qp(x) = <p 2 (x) e 

x { = <p(x^) = V6 - 1.5 = 2.12132 
x 2 = <p(x,) = 1.96944 
x 3 = <p(x 2 ) - 2.00763 
x 4 = <p(x^) = 1.99809 
x s = cp(x 4 ) = 2.00048 


e podemos ver que {x k } est£ convergindo para % 2 - 2. 
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GRAFICAMENTE 



O teorema a seguir nos forncce condi goes suficienles para que o processo seja 
convergente. 


TEOREMA 2 


Seja | uina raiz da equagao f(x) = 0, isolada num intervalo I centrado em 
Seja <p(x) uma fungao de iteragao para a equagao f(x) = 0. 
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Se 

/) (pfx) e tp'(x) sao contmuas em I, 

ii ) ftp'(x)l <M<l,VxeIe 

iii) x 0 e I, 

entao a seqiiencia {x k } gerada pelo processo iterativo x^ +J = <p(x k ) converge para 

DEMONSTRAgAO 

A demonstragao deste teorema e feita em duas partes: 

! ) prova-se que se Xy e I, entao x k e I, V k; 

2) prova-se que lim x k = 

k — * «■ 

I) ^ e uma raiz exata da equagao f(x) - 0. 

Assim. f(£) = 0 <=> £, = tp(^) e, 
para qualquer k, temos: x k+1 = (p(x k ) 

=3 x k+1 - ^ = (p(x k ) - <p(£) (1) 

Agora, <p(x) e contfnua e diferenci&vel em I, entao, peJo Teorema do Valor Medio, se 
e I, existe c k entre x k e ^ tal que 

<p'(e k )(x k -0 = tp(x k ) - (p<|). 

Portanto, temos 

x k+] ~k = - <P(^) = ty'teyXXk ~ ^). v k - 


Assim, x k+J - H, = <p'(c k )(x k - £) 


( 2 ) 
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Entao, V k, 

! x k + i -51 * l<P'M K " 51 < \ \ ~ 51 

< 1 

on seja, a distancia entre x fc+1 e | e estritamente menor que a distancia entre x k e | e, como 
I esta centrado em temos que se x fc E I, entao x k+] E I. 

Por hipotese, x 0 E I, entao x k E I, V k. 


2) Provar que lira x k = 
k -* ® 

De (1), segue que; 

I *1 - s I “ I vC*o> I - 1 v'(«b> I 1*0-11 55 m|x 0 -|| 

£ M (c 0 esta entre Xq e |) 

J x 2 - 1 1 = I <P(*i) -<P(D I =1 <P'(Cj) | j Xj - 1 { *£ M | Xj - 1 1 « M 2 | x 0 - || 

s M (c t esta entre Xj e |) 


I x k~5 1 = I I = l ?'(c k _ 1 ) I « M |x k _^|| ^ ... ^M k |xg-|j 

s M (t^ esta entre x k e |) 

Entao, 0 ^ lira | x k - 1= | ^ lira M k | x fl - |[ - 0 pois 0 < M < 1. 
k -+ » k -* oo 

Assim, lira | x k - || = 0 =$> lira x k = £. 

k -* « fc oo 


Exemplo 9 

No Exemplo 8, verificamos que cpj(x) gera uma seqiiencia divergente de | 2 = 2 enquanto 
q> 2 (x) gera uma sequeneia convergente para esta raiz. 
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A seguii, analisaremos as condigoes do Teorema 2 para estas fungoes: 
a) cp((x) = 6 - x 2 e qpj(x) - -2x 
qpj(x) e cp^(x) sao continuas em R. 

| cp^(x) |cl«>|2x|<l‘»-^<x<^. Entao, nao existe urn intervalo I centrado 

em | 2 = 2, tal que ) (pj(x) | < 1 , V x £ I. Portanto, qj^x) nao satisfaz a condigao («) do 

Teorema 2 com relagao a | 2 = 2. Esta e a justificaliva tedrica da divergencia da seqiiencia 
{x k } gerada por <Pj(x) para x Q = 1.5. 


cp 2 (x) = V6 - x e cp 2 (x) = 7 ^ 


cp 2 (x) & conttnua em S = {x 6 IR | x ^ 6} 

(3) 

tp^(x) e contmua em S' = {x£R | x < 6} 

(4) 

| q> 2 (x) 1 < 1 o | 2 ^ - | < 1 x < 5.75 



De (3) e (4) temos que e possivel obtcr um intervalo I centrado em = 2 tal que 
as condigdes do Teorema 2 sejam satisfeitas. 

Exemplo 10 

Analisaremos aqui a fungao <p 3 (x) = ^ - 1 e a convergence da seqiiencia {x k } para = -3; 
usando x 0 = - 2.5: 

q/(x) - — r < 0, V x S IR, x * 0 
x“ 

|cp'(x)| = l“f I - \ VxGR, x * 0 
x £ x- 

“6 

j <p r (x) | < 1 o — <1 ox 2 >6ox<-V i 6oux>V , 6 

x z 
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Assim, como o objetivo e obter a raiz negativa, temos que 

1, tal que | <p'(x) | < 1, V x € I v sera: Ij - V6). 

(V6 - 2.4494897) 

Podemos, pois, trabaihar no intervalo I = (“3.5, —2*5] que o processo convcrgira, 
visto que I C I x est& centrado na raiz |, = -3, 

Tomando x 0 = -2.5, temos: 

Xj = -3.4 
x 2 - -2.764706 
x 3 = -3.170213 
x 4 = -2.892617 


Como a raiz | j = -3 e conhecida, e possivei escolher um intervalo I centrado era 
tal que em I as condigoes do teorema sao satisfeitas. Contudo, ao se aplicar o MPF na 
resoluqao de uma equaqao f(x) = 0, escolhe-se 1 “aproximadamenie” centrado em |. Quanto 
mais preciso for o processo de isolamento de |, maior exatidao sera obtida na escolha de I. 


CRITERIOS DE PARADA 

No algoritmo do mdtodo do ponto fixo, escolhe-se x k como raiz aproximada de | se 

I x k “ x k-j I = I <J>< x k-i) " x k-i J < £ ° u se I f(x k ) | < e. 

Devemos observar que | x k - x k l j < e nao implica necessariamente que 
| x k - || < e eonforme mostra a Figura 2.19: 
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x 


K - Vil < * 
0 

K - II » « 


x 


Figure 2.19 


Contudo, se tp'(x) < 0 era 1 (intervalo centrado em |), a seqiiencia {x k } sera 
osciiante em torno de | e, neste caso, se | x k - x kl | < e =* | x k - £ | < e, pois | x k - 1 1 < 

i *k - *i-i I- 



Figure 2.20 
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ALGORITMO 3 

Considere a equagao £(x) = 0 e a equagao equivalente x = <p(x). 

Supor que as hipoteses do Teorema 2 estao satisfeitas. 
1) Dados iniciais: 

a) x (J : aproximagao inicial; 

b) e e 2 : precisoes. 


2 ) 

3 ) 

4 ) 

5 ) 


Se | f(x Q ) j < gj, faga x = x 0 , FIM. 
k = 1 

Xj = cp(x^ 


Se j f(x 1 ) | < e 1 
ou se j Xj - Xq | < e 2 


entao faga x = x r FIM* 


6) x„ = x, 

7) k = k + 1 

Volte ao passo 4. 


Exemplo 1 1 


f(x) = x 3 - 9x + 3; 



Xg = 0.5; 


e 2 =5x 1(T^; ^e(O.l) 


Iteragao 

X 

f(x) 

I 

.3472222 

-0.8313799 x lO" 1 

2 

.3379847 

-0.3253222 x 10~ 2 

3 

.3376233 

-0.1239777 x 10“ 3 


assim, x = 0.3376233 e f(x) = -0.12 x 10 -3 . 
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Deixamos como exercicio a verificagao de que qp(x) 




satisfaz as hipote- 


ses do Teorema 2 considerando a raiz de f(x) = 0 que se encontra no interval© (0,1)- 


ORDEM DE CONVERGENCIA DO METODO DO PONTO FIXO 

Definigao: “Seja {x k } uma seqiiencia que converge para um nuraero | e seja e k = x k - 1 o erro 
na iteragao k. 

Se existir um numero p > 1 e uma constante C > 0, tais que 


lim 

k -*■ ® 



C (5) 


entao p e chamada de ordem de convergencia da seqiiencia {x k } e C e a constante assinto- 
tica de erro. 

Se lim = C, 0 ^ | C | < 1, entao a convergencia e pelo menos linear.” 

k ^ to e k 

Uma vez obtida a ordem de convergencia p de um metodo iterativo, ela nos da 
uma informaqao sobre a rapidez de convergencia do processo, pois de (5) podemos escrever 
a seguinte relagao: 

1 e k+1 1 ** C | e k | p para k -*■ ®. 

Considerando que a seqiiencia (x k } e converge nte, temos que e k -► 0 quando 
k — ► oc, portanto quanto maior for p, mais prdximo de zero estara o valor C | e k | p (indepen* 
dentemente do valor de C) f o que implica uma convergencia mais rapida da seqiiencia {x k }. 
Assim, se dois processos iterativos geram sequencias {x k } e {x k }, ambas convergentes para 
com ordem de convergencia p, e p 2 , respectivamente, e se p 1 > p 7 o processo que 
gera a seqiiencia {x k } converge mais rapidamente que o outro. 

A seguir, provaremos que o MPF, em geral, tem convergencia apenas linear. Da 
demonstraqao do Teorema 2 temos a relagao; 
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X|c + i *p(* k ) - <P(I) = (x k - |) com ^ entre x k e £ 


^1 ~ S 

x k - i 


<p'(Ck). 


Tomando o limite quando k & 


lim 

t — • ® 


x k + l ~ ^ 

x k - | 


lim cp'(c k ) - cp' (lim (c k )) - cp'(|). 
k -* » k -* * 


Portanto, lim — 
k -* w e k 


= qp'(£) = C e | C | < 1 pois qp'(x) satisfaz as hipdteses do 


Teorema 2. 


A relaqao acima afirma que para grandes valores de k o erro cm qualquer iteragao 
6 proporeional ao erro na iteragao anterior, sendo que o fator de proporcionalidade e qp '(£), 
Observamos que a convergencia serS mais rapida quanto menor for | cp'{£) | . 


IV. METODO DE NEWTON-RAPHSON 

No estudo do metodo do ponto fixo, vimos que: 

/) uma das cond^oes de convergencia e que | qp'(x) j ^ M < 1, V x £ 1, onde 
1 € um intervalo centrado na raiz; 

it) a convergencia do m£todo sera mais rapida quanto menor for | qp r (£) |. 

0 que o metodo de Newton faz, na tcntativa de garantir e acelerar a convergencia 
do MPF, € escolher para funqao de iteraqao a funqao qp(x) tal que tp'(l) - 0, 

Entao, dada a equagao f(x) = 0 e partindo da forma geral para qp(x), queremos 
obter a funqao A(x) tal que <jp'(|) * 0. 

qp(x) = x + A(x)f(x) =s> 

=*• tp'(x) - l + A'(x)f(x) + A(x)f'(x) 

» <?■(%) - i + A'(i)f(l) + A(?)f(i) -=• <p'(i) = i + A(i)fd). 


Cap. 2 Zeros reals defungoes reals 


67 


Assim, <p'(!) = 0 1 + A(!)f'(£) = 0 => A(£) ; 

Entao, dada f(x), a fungao de iteragao q>(x) = 
como podemos verificar: 


, donde tomamos A(x) = p— . 


x - sera tal que qp'(^) = 0, pois 
I \,X/ 


w u x) . i _ [f(*)] 2 - _ f(x) r(x) 

* w ' raf ' [f'wp 


e, como f(|) - 0, <p'(|) = 0 (desde que f'(l) * 0)- 

f(x k ) 

Assim, escoihido x 0 , a seqiiencia {x k } sera determinada por x k+1 = x t — — — - , 

t (x k J 

k = 0, 1 , 2 ,... . 


MOTIVAQAO GEOMETRICA 

O metodo de Newton e obtido geometricamente da seguinte forma: 

dado o ponto (x k , f(x k )) traqamos a reta L k (x) tangente a curva neste ponto: 

^(x) = f(x k ) + f'(x k ) (x - x k ). 

L^x) e um modelo linear que aproxima a fungao f(x) numa vizinhanga de x k . 
Encontrando o zero deste modelo, obtemos: 

f(x k ) 

kto = 0 «* * - x 4 - 

Fazemos entao x k+1 = x. 


68 


Cdlculv Numerico Cap. 2 


GRAFICAMENTE 



Exemplo 12 

Consideremos f(x) = x 2 + x - 6, ^ = 2 c x Q = 1.5 


<p(x ) - x 


f(x) x 2 + x - 6 

f r (x) * 2x + 1 


Temos, pois, 

*0 = 1 - 5 

Xj - q>(x 0 ) = 2,0625 
x 3 = cp(x t ) = 2,00076 
x 3 - tp(x 2 ) = 2.00000. 
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Assim, trabalhando com cinco casas decimals, x = x 3 = Observamos que no 
MPF com tp(x) = V6 - x (Exemplo 8) obtivemos x 5 = 2.00048 com cinco casas decimals. 


ESTUDO DA CONVERGENCE DO METODO DE NEWTON 


TEOREMA 3 


Sejam f(x), f'(x) e f "(x) continuas num intervalo I que contem a raiz x = § de f(x) = 0. 
Supor que f'(|) * 0. 


Entao, existe um intervalo I C I, contendo a raiz 1, tal que se x 0 G I, a seqiiencia 

f(x k ) 

{x k } gerada pela formula recursiva x k+1 = x k - — — - convergira para 


a raiz. 


DEMON STRACAO 


Vimos que o metodo de Newton-Raphson e um MPF com funqao de iteraqao cp(x) dada por 

M.. 


q>(x) = x - 


f'(x) 


Portanto, para provar a convergencia do metodo, basta verificar que, sob as hip6- 
teses acima, as hipdteses do Teorema 2 estao satisfeitas para cp(x), 

Ou seja, e preciso provar que existe I C I centrado em §, tal que: 

i) qp(x) e <p'(x) sao continuas em !■ 

ii) |tp'{x)| *£ M< 1, V x Gl. 


Temos que 


tp(x) = x 


m e 

f'(x) 


<p'(x) 


f(x )f f, (x) 

[f'(x) ] 2 


Por hipotese, f'(i) * 0 e, como f f (x) e contfnua em I, € possivel obter Ij C 1 tal 
que f'(x) 0, V x G ! r 


Assim, no intervalo Ij C l, tem-se que f(x), f'(x) e f"(x) sao continuas e f'(x) * 0. 
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Portanto, tp(x) e <p'(x) sao conti nu as era lj. 

f 

Agora, cp'(x) - — ; — . Como <p'(x) e contfnua em I } e (p'(^) = 0, e possfvel 
[f (x) ] 

escolher I 2 c I, tal que I <p'(x) I < I, Y x e I 2 e, ainda mais, I 2 pode ser escolhido de forma 
que 4 seja seu centro. 

Conciuindo, conseguimos obter um intervalo I 2 c I, centrado em ^ tal que tp(x) e 
<p'(x} sejam contmuas em I 2 e I <p'(x) 1 < 1, ¥ x e I 2 . Assim, I = 1 2 , 

Portanto, se x 0 e I, a seqiiencia {x k } gerada pelo processo iterativo x k+ { = 

f ( x k> . , 

x k - ^ converge para a raiz 


Em gerai, afirma-se que o m6todo de Newton converge desde que x 0 seja esco- 
lhido “sufic ientemente proximo” da raiz %. 

A razao desta afirmagao esta na demonstragao acima, onde se verificou que, para 
pontos suficientemente prdximos de as hipdteses do teorema da convergence do MPF 
estao satisfeitas. 


Exemplo 13 

Comprovaremos neste exemplo que uma escolha cuidadosa da aproximagao inicial e, em 
gerai, esseneial para o bom desempenho do m&odo de Newton. 

Consideremos a fungao f(x) = x 3 - 9x + 3 que possui tres zeros: |j € lj = (-4, -3) 
^2 e I 2 = (0, 1) e e = (2, 3) e seja x 0 — 1.5. A seqiiencia gerada pelo metodo t 


Iteragao 

X 

m 

1 

-1.6666667 

0.1337037 x 10 2 

2 

18.3888889 

0.6055725 x I0 4 

3 

12.3660104 

0.1782694 x 10 4 

4 

8.4023067 

0.5205716 x 10 3 

5 

5.83533816 

0.1491821 x 10 3 

6 

4.23387355 

0.4079022 x 10 2 

7 

3.32291096 

0.9784511 x 10 

8 

2.91733893 

0.1573032 x 10 

9 

2.82219167 

0.7837065 x lO” 1 

10 

2.81692988 

0.2342695 x 10“ 3 
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Podemos observar que de inicio ha uma divergencia da regiao onde estao as 
raizes, mas, a partir de x 7 , os valores aproximam-se cada vez mais de | 3 , A causa da 
diveTgencia inicial e que x 0 est£ proximo de V3 que 6 ura zero de f'(x) e esta aproxi- 
maqao inicial gera Xj = -1.66667 -= — V3 que e o outro zero de f f (x) pois 

f'(x) = 3x 2 - 9 => f'(x) - 0 x = ± V3. 


ALGORITMO 4 


Seja a equa^ao f(x) = 0. 

Supor que estao satisfeitas as hipdteses do Teorema 3. 

i) Dados iniciais: 

a) x 0 : aproximagao inicial; 

b) £j e e 2 : precisoes 


2) Se | f(Xo) | < e p faqa x - x Q . FIM. 

3) k = 1 

f(x 0 ) 

4 ) x i = x o ~Ti 


f'(Xo) 

5) Se | f(Xj) \ < e t 

ou se |xj - x 0 | < e 2 


fa$a x = x r FIM. 


6) x 0 = Xj 

7) k^k+1 

Volte ao passo 4. 
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Exemplo 14 

f(x) = X 3 - 9x + 3; x 0 =s 0.5; e, = t 2 * 1 x 10^; £ <E (0,1). 

Os resultados obtidos ao aplicar o metodo de Newton sao: 


IteraQao 

X 

f(x) 

0 

0.5 

-0.1375 x 10 

1 

.333333333 

0.3703703 x 10" 1 

2 

.337606838 

0.1834054 x 1 (H 

l 


Assim, x = 0.337606838 e f(x) = 1.8 x 10" 5 . 


ORDEM DE CONVERGE NCI A 

Inicialmente supomos que o metodo de Newton gera uma sequencia {x k } que converge 
para 

Ao observ6-lo como um MPF, diriamos que ele tem ordem de convergencia linear. 
Contudo, o fato de sua fun^ao de iterate ser tal que qp'(^) = 0 nos levara a demonstrar que 
a ordem de convergencia e quadratica, ou seja, p - 2. 

Vamos supor que estao satisfeitas aqui todas as hipoteses do Teorema 3. 

f(x k ) 

Temos que x k + , ~ x k - — 


X k + J - * - * k - | - t; 


f(xj 


f(x k ) 


f'(\) 


e k f' 


f f (x k ) 


\+ 1 


O desenvolvimento de Taylor de f(x) em torno de x k nos da 


f(x) = f(x k ) + f'(x k ) (x - X k ) + 




(x - x k ) 2 , c fc entre x e x t . 
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f "(c k ) 

Assim, 0 = f(l) = f(x k ) - f '{x k ) (x k - |) + <x k - 1) 2 

=* f(x k ) = f '(x k ) (x k - 1) - — ^ (x k - I) 2 (+ f' (x k )) 

f' f (Ck) , f(x k ) 

^ 2f f (x k ) ^ “ _ f'(x k ) + e k + i 

Vti 1 f X) 

e 2 “ 2 f'(x k ) 


e k + i l f (Cfc) 

Assim, tim — r— = - iim \ 
k ^ ^ e k 2 k ^ t (x k ) 


f"[ Iim (<^)] 

1 k I f"(£) I _ c 

2 f'[ iim (x k )] " 2 f'(l) * 2 ^ * C 

k -* » 


Portanto, o metodo de Newton tem convergencia quadratics. 


Exemplo 15 

Seja obter a raiz quadrada de ura numero positivo A, usando o metodo de Newton. Temos 
de resolver a equa^ao f(x) = x 2 - A = 0. Tomando A = 7 e x 0 = 2 , a sequencia gerada e: 

x 0 ~ 2 
Xj = 2.75 
x 2 = 2.647727273 
x^ = 2. 64575 2048 
x 4 = 2. 645751311 
x 5 = 2. 645751311 . 


Portanto, trabalhando com nove casas decimals, x = 2.645751311. 

Os digitos sublinhados sao os dfgilos decimals corretos de cada valor x k obtido. 
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Podemos observar que estes digitos corretos comet; am a surgir apos x 2 e, a partir 
dele, a quantidade de digitos corretos praticamente duplica. Aduplicaqao de digitos corretos 
ocorre a medida que os valores x k se aproximam da rale exata, e isto se deve ao fato do 
metodo de Newton ter convergence quadratica; como esta e uma propriedade assintdtica, 
nao se deve esperar a duplica^ao de digitos corretos nas iteraqoes iniciais. 


V. METODO DA SECANTE 


Uma grande desvantagem do metodo de Newton e a necessidade de se obter f '{x) e calcuiar 
seu valor numerico a cada iteraqao. 

Uma forma de se contornar este problema e substituir a derivada f '(x k ) pelo 
quociente das diferenqas: 



f(x k ) - f(x k _,) 
x k " x k-t 


onde x k 


e x k l sao duas aproxima^oes para a raiz. 
Neste caso, a fun^ao de iteraqao fica 

f(x k ) 

^ = Xk ' f(x k ) - %„) = 

x k “ x k - 1 


«*k> . . 

Xk ' f(x k ) - f(x k _j) Uk “ *k'l' 

„ . , , , *k-l f <*k> " *k«*k-l> 

Q U amda, tfx,) 

Observamos que sao neeessarias duas aproxima^oes para se iniciar o metodo. 


INTERPRETAQAO GEO METRIC A 

A partir de duas aproximaqoes x kl e x k , o ponto x k+1 e obtido como sendo a abcissa do 
ponto de interseeqao do eixo ox e da reta secante que passa por (x k i , f(x k ] )) e (x k , f(x k )): 
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Exemplo 16 

Consideremos f(x) = x 2 + x - 6; | 2 = 2; x p = 1.5 e x, = 1.7. Entao, 
V( x i) - x i f < x o) 1.5(-1.41) - 1.7(-2.25) 


f(x 2 ) - f(Xj) 


-1.41 + 2.25 


2.03571 


*if(x z ) - x 2 f(x 1 ) = 1,7(0.17983) - (2.03571)(-1. 41) = 
ft^) - f( Xl ) 0.17983 + 1.41 


x 2 f(x 3 ) - x 3 f(x 2 ) (2.0 3571M -0.01131) - (1.99774)(0. 17983) 

f(x 3 ) - f(x 2 ) ‘ -0.01131 - 0.17983 


= 1.99999 
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ALGORITMO 5 

Seja a equagao f(x) = 0. 

1) Dados initials: 

a ) Xq e Xj: a prox imagoes iniciais; 

b) Ej e e 2 : precisoes, 


2 ) 

3 ) 


Se | f(x Q ) j < Ej, faga x - x Q . FIM. 


Se j ffxj) | < e x 
ou se | x x - Xq | < e 2 


faga x = x r FIM. 


4) k = 1 


f(*l) 

5) X 2 ' X 1 ' f( Xl ) - ffx,,) (X ' " *»> 


6) Se < 6j 


ou se | x 2 ^ x A | < e 2 


entao faga x - x 2 . FIM. 


7) x 0 = x 1 
X 1 = X 2 

8) k = k + 1 

Volte ao passo 5. 


Exemplo 17 

f(x) = x^ - 9x + 3, Xq = 0, Xj = I, Ej = e 2 = 5 x 10 -4 
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Os resultados obtidos ao aplicarmos o metodo da secante sao: 


Iteragao 

X 

m 

1 

.375 

- 322265625 

2 

.331941545 

.0491011376 

3 

.337634621 

-0.2222052 x 1(T 3 


Assim, x = 0.337634621 e f(x) = -2.2 x KT 4 


COMEN TAR I OS FINAtS 

Visto que o metodo da secante e uma aproximagao para o metodo de Newton, as condigoes 
para a convergencia do m&odo sao praticamente as mesmas; acrescente-se ainda que o 
metodo pode divergir se f(x k ) « f(x k _ 1 ). 

A ordem de convergencia do metodo da secante nao 6 quadratica como a do 
metodo de Newton, mas tambSm nao 6 apenas linear. Na referenda [5] Capitulo 3, § 5, esta 
provado que para o mdtodo da secante p = 1,618... 


2.4 COMPARAQAO ENTRE OS MlTODOS 

Finalizando este capitulo realizaremos alguns testes com o objetivo de comparar os varios 
metodos. 


Esta comparagao deve levar em conta varios criterios entre os quais: garantias de 
convergencia, rapidez de convergencia, esforgo compntadonal . 

Observamos que o unico dado que os exemplos fomeccm para se medir a rapidez 
de convergencia e o numero de iteragdes efetuadas, o que nao nos permite tirar condusdes 
sobre o tempo de execugao do programa, pois o tempo gasto na execugao de uma iteragao 
varia de metodo para metodo. 
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Conforme constalamos no estudo tedrico, os metodos da bissecgao e da posigao 
falsa tern convergencia garantida desde que a fungao seja continue num intervalo [a, b] tai 
que f(a)f(b) < 0. Ja o MPF e os metodos de Newton e seeante tern condigoes mais restritivas 
de convergencia. Porem, uma vez que as condigoes de convergencia sejam satisfeitas, os 
dots ultimos sao mais rapidos que os tr§s primeiros. 

O esforgo computacional e medido atraves do numero de operagoes efetuadas a 
cada iteragao, da complex idade destas operagoes, do numero de decisoes logicas, do nume- 
ro de avaliagoes de fungao a cada iteragao e do numero total de iteragoes. 

Tendo isto em mente, percebe-se que e dificil tirar conclusoes gerais sobre a 
eficiencia computacional de um m&odo, pois, por exemplo, o metodo da bissecgao e o que 
efetua calculos mais simples por iteragao enquanto que o de Newton requer calculos mais 
elaborados, porque requer o calculo da fungao e de sua derivada a cada iteragao. No 
entanto, o numero de iteragoes efetuadas pela bissecgao pode ser muito maior que o numero 
de iteragoes efetuadas por Newton, 

Considerando que o metodo ideal seria aquele em que a convergencia estivesse 
assegurada, a ordem de convergencia fosse alta e os calculos por iteragao fossem simples, o 
metodo de Newton e o mais indicado sempre que for facil verificar as condigoes de conver- 
gencia e que o calculo de f'{x) nao seja muito elaborado. Nos casos em que e trabalhoso 
obter e/ou avaiiar f'{x), e aconselhavel usar o metodo da seeante, uma vez que este e o 
metodo que converge mais rapidamente entre as outras opgdes. 

Outro detalhe importante na escolha e o criterio de parada, pois, por exemplo, se 
o objetivo for reduzir o intervalo que eont£m a raiz, nao se deve usar metodos como o da 
posigao falsa que, apesar de trabalhar com intervalo, pode nao aiingir a precisao requerida, 
nem seeante, MPF ou Newton que trabalham exclusivamente com aproximagoes x k para a 
raiz exata. 

Apos estas consideragoes, podemos concluir que a escolha do metodo esta direta- 
mente relacionada com a equagao que se quer resolver, no que diz respeito ao com porta- 
mento da fungao na regiao da raiz exata, as dificuldades com o calculo de f'{x), ao criterio 
de parada etc. 
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Exempio 18 

f(x) = e~ xt - cos(x); | 6 (1, 2); Cj = e 2 = 10 -4 



Bisseogao 

PosigSo 

Falsa 

MPF 

q>(x) - cost*) - e _i + x 

Newton 

Secante 

Dados 

inidais 

[1.2] 

[1, 2] 

Xq = 1,5 i 

m 

ii 

►? 

*o “ i: *1 = 2 

X 

X. 44741821 

1.44735707 

1.44752471 

1.44741635 

1.44741345 

fW 

2.1921 x 1(T 5 

-3.6387 x 1CT 5 

7.0258 x ir 5 

L320S x MT 6 

-5.2395 x ltr 7 

Erro em x 

6-1035 x nr 5 

.552885221 

1.9319 x HT 4 

1.7072 x ] 0~ 3 

1-8553 x Iff- 4 

Numero de 
Iterances 

14 

6 

6 

2 

5 


Exempio 19 

f(x) = x 3 - x - 1; £6(1, 2); e t = e 2 = 10 -6 



Bisscccao 

Fosujao Falsa 

MPF 

<p(x) * (X4 l)!'' 3 

Newton 

Secante 

Dados Iniciais 

[1,2] 

[1.2] 

*o = l 

Xq = 0 

Xq - 0; X| = 0.5 

- 

X 

0.1324718 x 10 1 

0.1324718 x 10 1 

0.1324717 x 10 1 

0.1324718 x 10 1 

0.1324718 x 10 l 

f(x) 

-0.1847744 x 1(T S 

-0.7897615 x HT 6 

-052154406 x KT 6 

0.1821000 x I0 -6 

-0.8940697 x 10“ 7 

Erro em x 

0.9536743 x 10 -6 

0.6752825 

0.3599538 x 10" 6 

0.6299186 x Iff* 6 

0.8998843 x 10” 5 

Numero de 
Iterances 

20 

17 

9 

21 

27 


No metodo de Newton, o valor inicial x 0 = 0, alem de estar muito distante da raiz 
£(•1.3), gera para x x o valor x 1 = 0.5 que est£ prdximo de um zero da derivada de f(x); 
f f (x) = 3x 2 - 1 ^ f'(j) * 0 » xs t VT / 3 « 0.5773502. Isto € uma justificativa para o 
metodo ter efetuado 21 iterances. 

Argumentos semelhantes podem ser usados para justificar as 27 iteraqoes do 
metodo da secante. 
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Exemplo 20 

f(x) = 4sen(x) - e x ; | E (0, 1); e, - e 2 - 10" 5 



Bissecgao 

Posi^io Falsa 

MPF 

<p(x) = x-2sen(x) +0.5e* 

Newton 

Secame 

Dados Initials 

[0, 1} 

[0, If 

Xq = 0.5 

x,j 3 0.5 

Xfl = 0; x i = 1 

X 

0.370555878 

0.370558828 

.370556114 

.370558084 

.370558098 


-13755 x IQ -5 

1.6695 x 10"* 

-4.5191 x l<r* 

-2.7632 x KT 8 

5.8100 x 10 ~ 9 

Erro em x 

7.6294 x ltT 6 

.370562817 

1.1528 x KT 4 

+1.3863 x 10 -4 

5.7404 x 10 45 

Nu mcro de 
Iiera^ocs 

17 

8 

5 

3 

7 


Exemplo 21 

f(x) = xk>g(x) - 1; |E( 2,3); * e 2 = 1(T 7 



Bissec^ao 

Posi^io Falsa 

MPF 

<p(x)= x-1.3(x log x - 1) 

Newton 

Secante 

Dados Iniciais 

[2-31 

[2. 3} 

*6 = 2.5 

*0 = 23 

“ 2- 3 i Xj = 2.7 

i 

2.506184413 

2.50618403 

2.50618417 

2.50618415 

2.50618418 

f(x> 

1.2573 x l tT 8 

-9.9419 x 10" 8 

2.0489 x 10" 8 

4.6566 x IOT 10 

2.9337 x KT 8 

Erro em x 

5.9605 x 10 -8 

.49381442 

3.8426 x 10 -6 

3.9879 x 10 -6 

8.0561 x ir 5 

Numero de 

Iterances 

24 

5 

5 

2 

3 


Exemplo 22 

M6todos mais simples como o da bisseqjao podem ser usados para fornecer uma aproxi- 
maijao inicial para metodos mais elaborados eomo o de Newton que exigem um bom “chute 
inicial”. 

Consideremos f(x) = x 3 - 3,5x 2 + 4x - 1.5 = (x -l) 2 (x - 1.5), 

Como vemos. |j = 1 € raiz dupla de f(x) = 0. 
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Nos testes a seguir, e = 10 -2 para o metodo da bissecqao e e = 10 7 para o metodo 
de Newton. 

Nos testes 1, 2 e 3, executamos apenas o metodo de Newton. No teste 4, usamos 
o metodo conjugado bissecgao- Newton no qual o valor que o mitodo da bissecgao encontra 
para x e tornado como x 0 para o metodo de Newton. 



Teste 1 

Teste 2 

Teste 3 

x 0 

0.5 

1.33333 

1.33334 

X 

.999778284 

.999708915 

1.50000001 

m 

-2.4214 x ItT 8 

-4.1910 x 10~ 8 

1.3970 x ICH* 

erro em x 

2.2491 x 10^ 

2.9079 x 10^ 

3.5082 x 1 (T 5 

n- de iteragoes 

12 

35 

27 


Observamos que nos testes 1 e 2 a raiz encontrada foi a raiz dupla |j = 1 . Era de 
se esperar que o nuraero de iteragoes fosse grande, pois lj = l e zero de f r (x). No entanto, 
o metodo conseguiu encontrar a raiz (pois, para as seqiiencias {x fe } geradas, o valor de f(x fe ) 
tendeu a zero mais rapidamente que o valor de f'fx^)). 

Temos que f r (x) = 3x 2 - 7x + 4 => f'(x) = 0 « = 1 e x 2 = 4/3 = 1.33333... 

Observe que nos testes 2 e 3 tomamos propositadamente x 0 bem proximo de 4/3; no teste 
2, x 0 < 4/3 e o m£todo encontrou Jjj = 1 e, no teste 3, x Q > 4/3 e a raiz encontrada 
foi = 1.5. Uma an&lise do grafico de f(x) (Figura 2.23) nos ajuda a entender este fato. 

No teste 4, aplicamos o metodo da bissecgao at6 reduzir o intervalo [0.5, 2] a um 
intervalo de amplitude 0.01 e tomamos como aproximagao inicial para o metodo de Newton 
o ponto m£dio desse intervalo: x 0 = 1.50194313. A partir desse ponto inicial foram execu- 
tadas duas iteragoes do metodo de Newton e obtivemos os seguintes resultados: 

x = 1.5 e f(x) - 2.3 x 10" 10 . 

Devemos observar que no intervalo inicial para o metodo da bissecgao existem 
duas raizes distintas ^ = 1 e | 2 = 1.5 e a raiz oblida foi x = 1.5; isto ocorreu porque o 
metodo da bissecgao ignora raizes com multiplicidade par, que e o caso de ^ = 1. 
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2.5 ESTUDO ESPECIAL DE EQUAQOES POUNOMIAIS 
2.5.1 INTRODUQAO 

Embora possamos usar qualquer um dos metodos vistos anteriormente para encontrar um 
zero de um polinomio, o fato de os polindmios aparecerem coin tanta frequencia em aplica- 
goes faz com que thes dediquemos especial atenqao. 

Normalmente, um polinomio de grau n t escrito na forma 
P„( x ) = ^ + a 3 x + a 2 x 2 + ... + a n x n , a n * 0 


( 6 ) 
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Se n = 2, sabemos da algebra elementar como achar os zeros de p 2 (x). Eastern 
formulas fechadas, semelhantes a formula para polinomios de grau 2, mas betn tnais 
complicadas, para zeros de polinomios de grau 3 e 4. Agora, para n 2= 5, em geral, nao 
existem fdrmulas explicitas e somos f or g ados a usar metodos iterativos para encontrar zeros 
de polinomios. 

Varios teoremas da algebra sao uteis na localizagao e class ificagao dos tipos de 
zeros de urn polinomio. 

Faremos nosso estudo dividido em duas partes: 

1) localizagao de raizes, 

2) determ in agao das raizes reais. 


2.5.2 LOCALIZAGAO DE RAIZES 

Alguns teoremas sao uteis ao nosso estudo: 

TEOREMA 4 (Teorema fundamental da Algebra) (4) 

“Se p„(x) e um polinomio de grau n 3* 1, ou seja, p fi (x) = a 0 + ajX + a 2 x 2 + ... + a n x D , 
a 0 , a ]S ..., a fl reais ou complexes, com a n * 0, entao p n (x) tem pelo menos um zero, ou seja, 
existe um numero complexo £ tal que p n (|) = 0.” 

Para determinarmos o numero de zeros reais de um polinomio com coeficientes 
reais, podemos fazer uso da regra de sinal de Descartes-. 

“Dado um polinomio com coeficientes reais, o numero de zeros reais positivos, p, 
desse polinomio nao excede o numero v de variagoes de sinal dos coeficientes, Ainda mais, 
v-pe inteiro, par, nao negativo”. 


Exemplo 23 

a) p 5 (x) - 2x 5 - 3x 4 - 4x 3 + x + 1 



1 


“ + 

kJ 


i 
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se v - p - 0, p = 2 


ou 


sev-p«2, p»0 


b ) p 5 (x) = 4x 5 - x 3 + 4x 2 - x - I 




+ 



1 1 1 


sev-p-0, p-3 


=» v = 3 e p: 


ou 


sev-p-2,p-l 


c) p 7 (x) = X 7 + 1 

+ + 

w 

0 

=>v = 0ep:(v-ps=0)=»p=0. 

Para determinar o numero de raizes reais negativas, neg, tomamos p n (-x) e usa- 
mos a regra para raizes positivas: 

Exemplo 24 

a) p 5 (x) = 2x 5 - 3x 4 - 4x 3 + x + 1 
p 5 (-x)= -2x 5 “ 3x 4 + 4x 3 - x + 1 



I i 


se v - neg - 0, neg = 3 


=>v = 3e neg: ■ 


ou 


se v - neg » 2, neg « 1 


Cap. 2 Zeros reais de /undoes reais 


85 


b ) p 5 (x) = 4x 5 - x 3 + 4x 2 - x - 1 
p s (— x) = - 4x 5 + x 3 + 4x 2 + x - I 


+ 

i 


+ 


w 

1 


^v = 2e neg: 


se v - neg - 0, neg = 2 
sc v - neg - 2, neg * 0 


ou 


c) No caso do exemplo p^x) = x 7 + l, vimos que nao existe zero positivo. 
Temos ainda p 7 (0) = 1*0. Como 

p 7 (^x) = -x 7 + 1 

- + 

kJ 

i 

v = 1 e neg: {v ■ neg = 0 => neg = 1}, ou seja, p n (x) = 0, nao tem raiz real 
positiva, o zero nao € raiz e tem apenas uma raiz real negativa donde tem tres 
raizes complexas conjugadas. 


TEOREMA 5 

Dado o polinomio p n (x) de grau n. se o desenvolvermos por Taylor em torno do ponto 
x = a, temos 


P n (x) 


P n («) + Pn< a >< X ~ a ) + 


P>) 

2! 


(x - a) 2 + 


p^{a) 



(x - a)“. 


Se chamannos x - a = y, ao acharmos o mimero de raizes reais de p n (y) = 0 que 
sao maiores que zero cstaremos encontrando o mimero de raizes de p n (x) = 0 que sao 
maiores que a. 

Podemos usar este resultado juntamente com a regra de sinal de Descartes para 
anaiisar as raizes de um de term in ado polinomio. 


86 


Cdlcuto Numerico Cap. 2 


Se estamos imeressados em cstimar o numero de zeros que um polindmio possui 
num intervalo [a, j3] podemos tambem usar as seqiiencias de Sturm, que sao construidas da 
seguinte maneira: 

Dado o polinomio p n (x) e um numero real a, vamos definir v(a) como sendo o 
numero de variaqocs de sinal em {gj(a)} onde const nrimos a seqiiencia g^cc), gj(a), ... 
g n (a), ignorando os zeros, assim: 

got*) - P n (*> 

gj(x) - p£(x) 

e, para k 2* 2, g k (x) 6 o resto da divisao de 2 por g k ] , com sinal trocado. 


Exemplo 25 

p 3 (x) = X 3 + X 2 ~ X + 1 

go(x) = P 3 (x) - X 3 + X 2 - X + 1 

i 

g l (x) - P 3 {x) - 3x 2 + 2x - 1 

g 2 (*) = ? 


X 3 + X 2 - X 4- 1 

3 2 2 I 

-X J - “ X* + “ X 

3 3 


1 

3 


7 

* - 5 * + 


1 


1 

3 




+ 


1 

9 


8 

9 


x 


+ 


10 

9 


3x 2 + 2x - 1 


x + 


1 

9 
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g 3 (x) = ? 



Assim, se a - 2, por exemplo, temos 

g 0 (a) = 1 1 > 0 
g,(a) = 15 > 0 

g 2 (a) - | > 0 


g 3 (a) = - — < 0 
=> v(a) = v(2) * l. 


TEOREMA 6 (de Sturm) (17,30) 

Se p n (0t) jsO e p n (p) * 0, entao o ntimero de raizes di stmt as p n (x) = 0 no intervalo a ^ x ^ p € 
exatamente vfa) - v(P). 


Tom an do P = 3. por exemplo, no polinomio do exemplo anterior 

g 0 (P) = 34 > 0 
g|(P) = 32 > 0 
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14 1 

g 2 ® = y > 0 

g 3 (P) = - Ifi < 0 


=> v(P) = v(3) = 1. 

Entao x 3 + x - - x + 1 = 0 nao possui raizes reals no intervalo [2, 3] pois v(2) - 
v(3) =1-1*0. 

Os teoretnas a seguir fornecem regioes do piano que contem zeros de polinomios. 


TEOREMA 7 ( 30 ) 

Se p n (x) 6 um polinomio com coeftcientes a k , k = 0 , 1 ,..., n como em (6), entao p n (x) tem pelo 
me nos um zero no interior do circulo centrado na origem e de raio igual a min {p j, p n } onde 



Exemplo 26 

Se p 5 (x) = x 5 - 3.7x 4 + 7.4x 3 - 10. 8x 2 + I0.8x - 6.8; n = 5, a 5 = 1, a j = 10.8, a^ = -6.8 
Assim, 



1 . 46 .. . 


Entao p g (x) tem peJo menos um zero (real ou complexo) no circulo de raio i.46... ou 
seja, t x I 1.46... . 
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TEOREMA 6 

Se p n (x) e o polinomio (6) e se 


r 


I + max 

0 k * n-l 



entao cada zero de p n (x) se encontra na regiao circular definida por | x | ** r. 


Exemplo 27 

Seja p 3 (x) = x 3 - X' + x - 1. 

Entao a = 3, = - 1, a ] = + 1, a 2 = -1, a 3 = 1 

Kl i l a il i Kl i 

U 3 r 1 “ 1%!“! fajl’l 

Kl 

max — 7 * m&x {1,1,1} - 1. 

0^k^2 I *3 * 

Assim, r = 1 + 1 = 2. Entao, todos os zeros de p 3 {x) se encontram num disco 
centrado na origem e com raio 2 . 



Figura 2.24 
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De fato, os zeros de p 3 (x) sao: 



2.5.3 DETERMINA?AO DAS RAIZES REAIS 

Para se obter raizes reals de equagoes polinomiais, pode-se aplicar quaiquer um dos me to- 
dos numericos estudados anteriormente. 

Contudo, estas equagoes surgem tao freqiientemente que merecem um estudo 
especial, corforme comentamos no im'cio desta segao. 

Conforme vim os, um polinomio de grau n com coeficientes reais sera repre- 
sentado na forma (6) onde aj G R, i = 0 . 1 , 2 ,,.., n, ou seja; 

P n (x) = a n x n + a^x*" 1 + ... -t- a^ 2 + a 2 x + a Q (a n * 0) 

Eshidaremos um processo para se calcular o valor numerico de um polinomio, isto 
porque era quaiquer dos metodos este calculo deve ser feito uma ou mais vezes por iteragao. 

Por exemplo, no metodo de Newton, a cada iteragao deve-se fazer uma avaliagao 
do polinomio e uma de sua derivada. 


METODO PARA SE CALCULAR O VALOR NUMERICO DE UM POLINOMIO 

Para simplificar, estudaremos o processo analisando um polinomio de grau 4: 

p 4 (x) - a 4 x 4 + a ? x 3 + a 2 x 2 + EjX + a 0 . (7) 

Este polinomio pode ser escrito na forma: 

P 4 ( x ) = (OV + %)* + a 2> x + a i) x + a o> ( 8 ) 

conhecida como forma dos parent eses encaixados. 

Deve-se observar que, se o valor numerico de p 4 (x) for catculado pelo processo 
(8), o numero de operagoes sera bem menor que pelo processo (7). 
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Para um polinomio gen&ico de grau n, vemos que, pelo processo (8), teremos de 
efetuar n multipiicaqoes e n adiqoes. 

No entanlo, pelo processo (7), o numero de adiqoes £ tambem n mas o numero 

de multiplicaqoes £ u + (n - 1) + ... + 2 + 1 = ^ desde que x> seja caiculado por 

x ■ x * x... * x, j vezes, pois a potenciaqao ca leu la da desta forma introduz erros menores dc 
arredondamento. 

Agora, 

n + n 2 n n 2 _ - 

— - — - ^ + y > n ** n * 2, ou seja, 

o processo (8) efetua reaJmente um numero menor de operates que o processo (7). 

Temos entao. no caso de n - 4, que 

p„(x) = («a 4 x + a 3 )x + a,Jx + a,)x + Bq 

b 4 


b 3 


b 2 


Para se calcular o valor numerico de p 4 (x) em x = c, basta fazer sucessivamente: 

b 4 = a 4 
b 3 * *3 + b 4 C 
b 2 = *2 + b 3 C 
b l * b 2^ 

b 0 * a u + b l C 

==> p(c) = b 0 . 
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Portanto, para p n (x) de grau n qttalquer, calculamos p B (c) ealculando as constantes 
by j - n, n - 1,.„, 1, 0 sucessivamente, sendo: 

b = a 

n n 

b j = Sj + bj +1 C j = n - 1, n -2,..., 2, 1, 0 
e b 0 sera o valor de p n (x) para x = c, 

Como calcular o valor de p'(x) em x = c usando os coeficientes bj obtidos 
anteriormente? Tomando como exemplo o polinomio de grau 4, temos 

p 4 (x) = a 4 x 4 + a 3 x 3 + a 2 x 2 + a ( x + a Q => 

=> p 4 (x) = 4a 4 x 3 + 3a 3 x 2 + 2a 7 x + a r 

Para x = c, temos que 
b 4 =a 4 

b 3 = ®3 + b 4 C 

b 2 * «2 + b 3 C 

b l = a l + b 2 C 
bg — Hq + b j c 

Dado que ja conhecemos b Q , b 0T b 3 , b 4 : 

p 4 (c) = 4a 4 c 3 + 3a 3 c 2 + 2ac + a, 

= 4b 4 c 3 + 3(b 3 - b 4 c)c 2 + 2(b 2 - b 3 c)c + {b ( - b 2 c) 

= 4b 4 c 3 - 3b 4 c 3 + 3b. ? c 2 - 2b 3 c 2 + 2b 0 c + b, - b,c. 

Assim p 4 (c) - b 4 c 3 + b 3 c 2 + b 7 c + b] 


a 4= b 4 
a 3 = b 3 - b 4 c 

b 3 c 

a i = b l — b 2^ 


a 2 ~ b ; 


a o =b o 


b,c 


Aplicando o rues mo esquema anterior, teremos 
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Calculamos, pois, os coeficientes Cj, j = n, n - 1,.,., 1 da seguinte forma: 
c = b 

n £l 

c j = b j + c j+i c j = n - 1,..., 1. 

Teremos entao p'(c) = c P 


METODO DE NEWTON PARA ZEROS DE POUN6MIOS 

Seja p n (x) = ajji® + a n _ 1 x n_1 + ... + a 2 x 2 + ajX + a 0 e x 0 uma aproximagao inicial para a raiz 
procurada. 

Conforms vixnos, o metodo de Newton eonsiste em desenvolver aproximanoes 
sucessivas para | a partir da itera^ao: 


P(x k ) 



Usando as observances anteriores sobre o calculo de p^) e p' (x^), construimos 
o seguinte: 


ALGORfTMO 6 


Dados a fl , a p a Q , coeficientes de p n (x), x a aproximanao inicial, e e 2 precisoes deseja- 
das e fixado itmax, o numero maximo de iterances que serao permitidas. 


1) deitax = x 


2 ) 


Para k = 1, . . . , itmax, fana: 
b = a n 

c = b 

Para i - (n - 1), . . . , 1, fana: 
b = aj + bx 

c = b + cx 

5 • 3q + bx 

Se | b | ss e 1 va para o passo 4 

deitax - b/c 
x = x - deitax 

Se | deitax | ^ e 2 P ara 0 P asso 4 
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3) Imprimir mensagem de que nao houve convergencia com “itmax” iterances. 

4) FIM 

Exempio 28 

Dada a equaqao polinomial x 5 - 3.7x 4 + 7.4x 3 - 10. 8x 2 + 10. 8x - 6.8 - 0, temos que 
p s {l) = -2.1 

p 5 <2) = 3.6, 

Entao, existe uma raiz no intervalo (1,2). 

Parti ndo de x 0 = 1.5 e considerando gj = e 2 = IQ -6 , o metodo de Newton para 
polindmios fomece: 

x — Xj — 1.7, f(x) = 1.91 x 10 -6 e | x 5 - x 4 | = 2.62 x i(T 7 , 

Exempio 29 

Consideremos agora p 3 (x) = - 3x + 3 - 0 e £j = e 2 = 10~A A Figura 2.25 mostra o grafico 

cartesiano de p 3 (x). 

Vemos assim que x 3 — 3x + 3 = 0 tem uma unica raiz no intervalo (-3, -1 .5). 
Executamos o metodo de Newton para polindmios, para este polinomio, duas 

vezes: 

i) com Xq - -0.8, Ej = e 2 = 10 -6 , itmax = 30 

ii) com x 0 = -2, e } = z 2 - lO’ 6 , itmax = 10 

Veja o efeito de pegarmos x 0 proximo a urn zero da derivada e depois x 0 pr6ximo 

a raiz: 

No caso (i) foi encontrada x = -2.103801 com | f(x) ] = 2.4 x 10“ 7 em 17 

iterates. 

No caso (ii) foi obtido exatamente o mesmo resuitado em 3 iterances. 
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Figure 2.25 


EXERCJCIOS 


1. Localize graficamente as raizes das equates a seguir: 

a) 4 cos(x) - e 2x = 0 

b) | - tg(x) = 0 

c) 1 - xln(x) = 0 

d) 2* - 3x = 0 

e) x 3 + x - 1000 = 0 
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2. O metodo da bissecgao pode ser aplicado sempre que f(a)f(b) < 0, mesmo que f(x) 
tenha mais que urn zero em (a, b). Nos casos em que isto ocorre, verifique, com o 
auxflio de graficos, se e possivel determinar qual zero sera obtido por este metodo, 


3. Se no metodo da bissecgao tomarmos sistematicamenle x = (a k + b k )/2, teremos que 
1 x - 1 [ ^ (b k - a k )/2. 

Considerando este fato: 

a) estime o numero de iterances que o metodo efetuara; 

b ) escreva um novo algoritmo. 


4. Seja f(x) = x + ln(x) que possui um zero no intervalo I = [0.2, 2j. 

Se o objetivo for obter uma aproximagao x k para esta raiz de tal forma que 
| x k - 1 1 < 10 _s , e aconselhavel usar o metodo da posigao falsa tomando I como 
intervalo inicial? Justifique grafica e analiticamente sem efetuar iteragoes numericas. 

Cite outros metodos nos quais este objetivo possa ser atingido. 


5. Ao se aplicar o metodo do ponto fixo (MPF) a resolugao de uma equagao, obtivemos 
os seguintes resultados nas iteragoes tndicadasr 


10 ~ 

x 14 = 2.14128 

n = 2.24702 

x 15 = 2.14151 

12 = 2.14120 

x 16 ^ 2.14133 

13 = 2.14159 

x 17 = 2.14147 


Escreva o que puder a respeito da raiz procurada. 


6. a) Calcule b/a em uma calculadora que so soma, subtrai e multiplica. 
b) Calcule 3/13 nessa calculadora. 

7. A equagao x 2 - b = 0 tem como raiz | = VF. Considere o MPF com qp(x) = b/x: 

a) comprove que ■ - 1; 

b ) o que aconteee com a seqiiencia {x k } tal que x k+1 = <p(x k )? 
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c) sua conclusao do item (£>) pode ser generalizada para qualqucr equaqao f(x) = 0 
que tenha | q/(t) ) - 1? 

8. Verifique analiticamente que no MPF, sc <p'(x) < 0 em I, intervalo centrado em 1, 
entao, dado ^El, a seqiiencia {x t }, onde x k+1 = qp( x kX ^ oseilante em torno de 

9, Se a funqao de iteraqao do MPF for tal que as condi^oes do Teorema 2 estao satisfeitas: 

a) mostre que \ % - x k f *£ - _ M \ * k - x k _ j j ; 

b) para que valores de M teremos entao que 
| £ - x k | < £ se | x k - Xj^ | < e? 

10. Considere a funqao f(x) = x 3 - x - 1 (do Exemplo 19). Resol va-a pelo MPF com fun$ao 

de iteraqao <p(x) ~ ^ e x 0 - 1. Justifique seus resultados. 

11. Use o metodo de Newton-Raphson para obter a menor raiz positiva das equaqoes a 
seguir com precisao e = 10" 4 

a) x/2 - tg(x) = 0 

b) 2 cos(x) - e*/2 

c) x 5 - 6 = 0. 

12. Aplique o metodo de Newton-Raphson & equaqao: 
x 3 - 2x 2 ~ 3x + 10 = 0 com x 0 = 1.9, 

Justifique o que acontece. 

13. Deduza o metodo de Newton a partir de sua tnterpretaqao geom^trica 
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14. Metodo de Newton Modificado: 

Existe uma modificagao no metodo de Newton na qual a fungao de iteragao tp(x) e dada 
f(x) 

por <p(x) = x - * onde x Q e a aproximagao inicial e 6 tai que f '(x^) * 0. 

I (Xq) 


a) Com o auxilio de um grafico. escreva a inierpretagao geometric^ deste metodo. 

b) Cite atgumas situagoes em que 6 conveniente usar este metodo em vez do metodo 
de Newton. 


15. Seja f(x) - e x - 4x 2 e sua raiz no intervale (0, 1). Tomando x Q = 0.5, encontre | com 
e = 10^, usando: 

1 « 

a) o MPF com <p(x) = - e*' 2 ; 

b) o metodo de Newton. 

Compare a rapidez de convergence. 

16. O valor de k pode ser obtido atraves da resotugao das segumtes equagoes: 

a) sen(x) = 0 

b ) cos(x) +1 = 0 

Aplique o m6todo de Newton com x 0 = 3 e precisao 10 -7 em cada caso e compare os 
resultados obtidos. Jusdfique, 

17. Seja f(x) - sen(x) - kx. 

a) Encontre os valores positives de k para que f tenha apenas uma raiz estritamentc 
positiva. 

b ) Encontre os valores positives de k para que f tenha tres raizes estritamente 
positivas. 

x 2 

18. Seja f(x) = — + x(tn(x) - 1). Obtenha seus pontos criticos com o auxflio de um metodo 
numerico. 
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19. O polinemio p(x) - x 5 - ^ x 3 + — x tem seus cinco zeros reals, todos no intervalo 

(- 1 , 1 ). 

a) Verifique que x 1 E (-1, -0.75), x 2 E (-0.75, -0.25), x 4 E (0.3, 0.8) e x 5 E (0.8, 1). 

b) Encontre, pelo respective metodo, usando e = 10~ 5 
x,; Newton (xg = -0.8) 

x 2 : bisseegao ([a, b] = [-0.75, - 0.25]) 
x 3 : posigao falsa ([a, b] = [-0.25, 0.25]) 
x 4 : MPF (I = [0.2, 0.6], x 0 = 0.4) 
x 5 : secante (xg - 0.8; Xj = 1), 


20. Seja a equagao f(x) = x - x ln(x) = 0. 

Constma tabelas como as dos exemplos do final do capitulo para a raiz positiva desta 
equagao. Use e = 10 -5 . 

Compare os diversos metodos considerando a garantia e rapidez de convergence e 
eftciencia computacional em cada caso. 

21. Seja f(x) = xe -x - e~ 3 

a) verifique gr&fica e analiticamente que f(x) possui um zero no intervalo (0, 1); 

b) justifique teoricamente o comportamento da seqiiencia {x k } colocada a seguir, 
gerada pelo metodo de Newton para o calculo do zero de f(x) em (0, 1), com Xg = 0.9 
e precisao e = 5 x 10 -6 . 


Xq = +0.9 

x 5 = -3.4962 

XjQ = -0.3041 

Xj = -6.8754 

x 6 = -2.7182 

Xj j = 0.0427 

x 2 = -45.0024 

x 7 = -1.9863 

Xj2 — 0.0440 

x 3 = -5.1452 

x 8 = -1.3189 

x 13 = 0.0480 

x 4 = -4.3079 

x 9 = -0.7444 
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22. Uma das dificuldades do m6todo de Newton 6 o fato de uma aproximaqao x k ser tal que 

- 0. Uma modificaqao do algoritmo original para prever estes casos consists 

em; dado k um numero positive proximo de zero e supondo | f '{x n ) | & k, a sequ6ncia 
x k e gerada atraves de: 

x k+1 = x k - f(x k )/FL, k = 0, 1, 2... 
onde 

pL _ If '(x k ), se | f'(x k ) | > k 
f , (x w ), caso contrario 

onde x w € a ultima aproximaqao obtida tal que | f'(x ) | 2* 

Pede-se: 

a) baseado no algoritmo de Newton, escreva um algoritmo para este metodo; 

b) aplique este metodo il resoluqao da equagao x 3 - 9x + 3 = 0, com Xq = -1.275, 
k = 0.05 e e - 0.05. 

23, (Jsando a regra de sinal dc Descartes e o Teorema 5, verifique que a cqua^ao 
p(x) = 3x 5 - x 4 - x 3 + x + 1 =0 pode teT duas raizes reais no intervalo [0, 1], 

24. Resol va o Exerctcio 23 usando agora a sequencia de Sturm. 

25, Encontre uma raiz da equa^ao: 

p(x) = x 4 - 6x 3 + lOx 2 - 6x + 9 - 0, aplicando o metodo de Newton para polindmios. 
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PROJETO S 

1. 0 PROBLEMA DE RAlZES MULTIPLAS: 

Se f '(|) - 0, o metodo de Newton perde suas caracteristicas de convergence quadr&ica. O 
caso de f'(|) - 0 e um caso de raiz multipla de f(x) = 0, 

Definite: Dizemos que | i raiz mtiltipla de f(x) = 0 com multiplicidade p, 
quando f(£) = f(|) = ... = f<M)(|) = 0 e f<P>(3=) * 0. 

O metodo de Newton para raizes multiplas € deduzido da seguinte forma: seja f(x) 
nma funqao tal que | seja raiz de f(x) = 0 com multiplicidade p. A formula de Taylor para 
f(x) numa vizinhanqa de 3| ate o termo de ordem (p-1), que 6: 

m = f(?) + f'd) (* - ?) + ... + (x - / tp— i)i + Rp(i x ) 

onde Rp(l) = f* p) (£ p ) (x - £) p /p! com £ p entre x e fica: 
f(x) = f^) (x-5)P/p!. 

A dcduqao do metodo de Newton e baseada no modelo em que esta funqao f(x) € 
tal que f^(x) € constante (f^ p *(x) = b), para x proximo a Para esta f. 


f(x) = b(x - |) p /p! = c (x - IF. (■(*) = cp(x - ?) P- 1 


e entao 


f(x)/f'(x) = (x - |)/p, donde £ - x - pf(x)/f r {x). 

O METODO 

Se £ e uma raiz de f(x) = 0 com multiplicidade p, dados x Q uma aproximaqao inicial para £ 
e E ]t e 2 precisoes dcsejadas, para 1c = 1. 2,..., faqa: 

X 1 = *0 “ pf(Xo)/f '(X q) 

Se | f(Xj) | < Ej ou se j Xj - x fl | < t 2 entao faqa x = x v 
Caso contrario, x 0 = Xj e recomece o processo. 
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De uma forma analoga, podemos introduzir am fator p no metodo da secante para 
trabaihar com raizes multiplas, obtendo, dado x 0 

x k+i = x k “ M x k) ( x k “ x n)M { ( x kH( x n))> k = 0, 1,... 

Temos os problemas de conseguir detectar computacionalmente a “proximidade” 
de uma raiz multipla e tambem o de saber quaJ e essa multiplicidade, p. 

Na referenda [27] podem ser encontradas sugestoes de como lidar com ambos. 

1) Prove que, se | e raiz de multiplicidade p de f(x) = 0, a seqiiencia gerada pelo 
metodo de Newton converge quadraticamente, sob hipoteses adequadas de 
continuidade. Estabelega essas hipoteses. 

2) Sao dadas a seguir tres fungoes com raizes multiplas. a multiplicidade p das 
raizes, uma aproximagao inicial x () e uma precisao e. 

i) f(x) = | x - 9 | 4 S /(1 + sen 2 (x)); p = 4.5; x n = 6; e = 10 ~ 6 . 

U) f(s) = (81 - y(108 - y(54 - y(12-y))))sign((y - 3)/(l + x 2 )), 
y = x + 1.11111; p = 3; x 0 = 1; e = 10"" 6 . 

Hi) f(x) = |x- 8.3417 |°' 4 /(1 + x 2 ); p = 0.4; x*, = 8.45; e = 10” 6 . 

a) Tente encontrar as raizes usando o metodo de Newton simples, 

b ) Idem com o metodo da secante. 

c) Refaga agora os itens (a) e ( b ) com os dois metodos adaptados para 
raizes multiplas. 

d) Refaga o item (c) usando para p os valores: 

para a fungao (i), p = 1 e p = 4.05; 

para a fungao (ii), p = 1 e p = 3.3; 

para a fungao (iii), p = 1 e p = 0.36. 

Em lodos os casos imprima os valores: 

NAF - numero de avaliagoes de fungao que foram efetuadas 

SOL = valor da “solugao” encontrada 

VAF = valor de | f | na “solugao” encontrada. 


Cap. 2 Zeros reais de fimgoes reais 


103 


3) Use o metodo de Newton simples e o descrito anteriormente para encontrar os 
zeros de f(x) = x 3 - 3.5x 2 + 4x - 1.5. Localize-os, descubra p, escolha x 0 
adequadamente e considere e = 10 -6 . 


2. PROBLEMA DAS VIGAS 

Duas vigas de madeira de 20 e 30 metros respectivamente se apoiam nas paredes de um 
galpao como mostra a figura. Se o ponto em q\ie se cruzam esta a 8 metros do solo, qual a 
largura deste galpao? 



30 m 


3. METODO DE NEWTON GERANDO UMA SEQUENCLA OSCILANTE 

Analise algebrica e geometricamente e encontre justificativas para o com portamento do 
metodo de Newton quando aplicado a equagao p^(x) = -0.5x 3 + 2.5x - 0 nos seguintes 
casos: 


a) x 0 = 1 e x Q = -1 
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b) x 0 nos intervalos: 

H, 1) 

(t, 1.290994449) 

(-1 .290994449, -1) 
(1.290994449, 2.236067977) 
(-2.236067977, -1,290994449) 
Xq > 2.236067977 
Xq < -2.236067977. 


Makron 

Bonks 


CAPtTULO 



RESOLUQAO DE SISTEMAS LINEARES 


3.1 INTRODU£AO 

A resolugao de sistemas lineares e urn problema que surge nas mais diversas areas. 

Exemplo 1 

Considere o problema de determinar as componentes horizontal e vertical das forgas que 
atuam nas j undoes da treliga abaixo: 


© 4 © 8 ® 12 ® 



Figure 3.1 
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Para isto, temos de delerminar as 17 formas descon hecidas que am am nesta treliga. 
As componentes da treliga sao supostamente presas nas jungoes por pinos, sem fricgaa. 

Um teorema da mecanica elementar nos diz que, como o numcro de jungoes j esta 
relacionado ao numero de componentes m por 2j - 3 = m, a treliga e estaticamente determi- 
nante; isto significa que as formas componentes sao determinadas completamente pelas 
condigoes de equilibrio eslatico nos nos. 

Sejam F x e F y as componentes horizontal e vertical, respectivamcnte, Fazendo 
a = sen(45°) = cos(45“) e supondo pequenos deslocamentos, as conduces de equilibrio 
sao: 



Jungao 2 . 



- ufj + f 4 +■ af 5 = 0 


-af, - f, - af 5 - 0 


Jungao 3 



-h * h - 0 

f, - 10 - 0 



Jungao 4 , 



-U + f 8 - 0 

- f 7 - 0 



Jungao 5 


i p y 


- af 5 - f 6 + of, + f 10 - 0 
af 5 + f ? + otf 9 - 15 - 0 


Jungao 6 


IF„ - - f g - of, + f 12 + of 13 


JTy - -of, - f„ - of 13 = 0 


0 
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Jungao 7 


ZFjj fjo + fi4 “ 0 


IF y - f u - 0 


Jungao 8 


ZF x - - f 12 + “*16 * 0 


“ - f 15 * “ f 16 ' 0 


Jungao 9 . 


2F x af 13 - f 14 + f 17 * 0 


ZF y - af 13 + f 15 f 10 - 0 


Jungao 10 {ZF X - - af 16 - f J7 = 0 


Portanto, para obter as componentes pedidas e preciso resolver esse sistema li- 
near, que tern 17 variaveis: fj, f 2 , f 17 e 17 equagoes. 

Um sistema linear com m equagoes e n variaveis e escrito usualmente na forma: 


a ll x 1 + a 12*2 + . . . + a ln x n “ b I 

»21 x l + a 22 X 2 + . • • + a 2A - b 2 

*11 * » 

t W » m 

mm mm 

a ml X l + a m2 X 2 + + Wn * b m 


onde 

a ; j : coeficientes 1 ^ i ^ m, 1 j^n 
Xj : variaveis j = 1,..., n 

bj : constantes 


i = 1,..., m 
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A resolugao de urn sistema linear consiste em caleular os valores de x^, (j = 1,..., n), 
caso eles existam, que satisfagam as m equagoes simultaneamente. 

Usando notagao matricial, o sistema linear pode ser asstm representado: 


Ax = b 


onde 


A - 


a ll a 12 
a 21 *22 


- * 


■ P 


a ml a m2 


*10 


^mn 


e a matrix dos coeficientes. 


x 2 


v\ 


e o vetor das variaveis 


V 


e o vetor constante. 


Chamaremos de x* o vetor solugao e de x, uma solugao aproximada do sistema 
linear Ax = b. 

A formulagao matricial do sistema Ax = b do Exemplo 1, que sera resol vido no 
final deste capitulo, e dada por: 
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A 


-a 0 0 1 a 0 

-a 0-1 0 -a 0 
0 -1 0 0 0 1 
0 0 1 0 0 0 

0 0 0 -1 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 -a -1 

0 0 0 0 a 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 


0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 1 0 
-1 0 0 

0 0a 

1 0 a 

0 -1 -a 
0 0 -a 

0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 


0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
10 0 0 
0 0 0 0 
0 0 1a 

0-1 0 -a 

-10 0 0 
0 10 0 
0 0-10 
0 0 0 0 
0 0 0 -a 

0 0 0 a 

0 0 0 0 


0 0 0 o' 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
10 0 0 
0 0 0 0 
0 0 a 0 
0 -1 -a 0 
-10 0 1 
0 10 0 
0 0 -a -1 


b - [0 0 0 10 0 0 0 15 0 0 0 0 0 0 0 10 0] T 


X ” t*l *2 *3 *4 *5 % *7 *8 *9 *10 *11 *12 *13 *14 *15 *16 *17^ 


Anal is are mos a seguir, atraves de exemplos com duas equagoes e duas vari^veis, 
as situagoes que podem ocorrer com relagao ao numero de solugoes de um sistema linear. 

i) Soluqao unica: 


2x x + x 2 « 3 


x, - 3x-» = -2 


com x* 


( 1 ) 


(i) Infinitas solugoes: 

2xj + x 2 = 3 

4xj + 2x 2 = 6 

para o qual, qualquer x* = (a, 3 - 2a)' com a£lR,e soluqao. 


( 2 ) 


no 
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iii) Nenhuma solugao: 

'2x x + x 2 - 3 

- (3) 

4x* + 2 x 2 - 2 

Graficamente, cada um desses casos e representado respectivamente por: 

(1) retas concorrentes 

(2) retas coincidentes 

(3) retas paralelas 





-► 

Xl 


(3) retas paraielas 
Figure 3.2 
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Mesmo no caso geral em que o si sterna linear envolve m equagoes e n variaveis, 


apenas uma entre as situagoes abaixo ira ocorrer: 

i) o sistema linear tern solugao unica; 
it) o sistema linear admite infinitas solugoes; 

Hi) o sistema linear nao admite solugao. 

No caso em que m = n = 2 este fato foi fadlmente verifieado atraves dos graficos 
das retas envolvidas no sistema, conforme mostra a Figura 3.2. Para analisar o caso geral, 
m equagoes e n variaveis, usaremos conceitos de Algebra Linear. 


Consideremos a matriz A: m x n como uma fungao que a cada velor x £ !R n 


associa um vetor b £ R m , b - Ax: 


A: R" 


x — ► b = Ax 

Entao, resolver o sistema linear Ax = b consiste em: 

“dado b £ R m obter, caso exista, x £ R n , tal que Ax = b”. 

A resolugao de Ax = b nos leva a encontrar respostas para as seguintes perguntas: 

* existe x* £ R" tal que Ax* = b? 

* se existir. x* e unico? 

* como obter x*? 

Consideremos a matriz A: 2 * 2, 



Esta matriz associa a um vetor pertencente ao R 2 um outro vetor do R 2 , 
Por exemplo: 

se v = (1 1) T entao: u - Av = (3 -2) T ; 

se w = (2 -1) T entao: t = Aw = (3 5) T ; 
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e, dado b = (3 — 2) T , existe urn unico x* - (1 1) T tal que Ax* = b, conforme podemos 
comprovar graficamente atraves da Figura 3.2 (1). 

Graficamente: 



Dada uma matriz A: m x n, definimos o conjunto Imagcm de A (denotado por 
Im(A)) por: 

Im(A) = {yer I 3 X e R" I y = Ax} 

0 conjunto Im(A) e um subespago vetorial do JR m . 

Sob o ponto de vista das colunas de A, resolver o sistcma linear Ax = b, A: m x n 
implica em se obter os escalares x r x n que permitem escrever o vetor b de R m como 
combinagao linear das n colunas de A. 
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a \ 
i a^ 


f“i 2 ' 


/ a ' 

a ln 

*21 ! 

+ x 2 

^22 

+ * ■ * + X n 

a 2n 



A 


1 

a mn 

/ 


No sistema (1) as colunas da matriz A - | J j sao linearmente independentes 

e portanto formam uma base para o R 2 Entao, dado qualqiier u G IR 2 , existem e sao unicos 
os escalates Xj G 1R e x 2 G R tats que 


U = X! 


(?) 


+ x 2 f ^ | . Para este caso, lemos lm(A) = IR 2 . 


e o vetor 


i /2\ 

Na Figura 3.4 representamos os vetores coluna de A: a 1 = ^ 1 


e a x 




= 2a 1 


+ : 



Figura 3.4 
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Definimos: 

Posto(A) = dimensao(Im(A)) = dim(Im(A)). 

Retomando os sistemas lineares (1), (2) e (3) do imdo desta secgao; 


case 0- solugao unica 


2x ( + x 2 = 3 

Xj - 3^2 = -2 


neste caso, ja vimos anteriormente que Im(A) = R 2 , portanto existe urn linico x* = (1 1) T 
taJ que b = la 1 + la 2 . Graficamente: 



Figura 3.5 

Assim, o sistema (1) e compativel determinado. 

Nos casos (ii) e (iii) a matriz A dos coeficientes e A = | ^ 7 ) na 1 ua ^ : 

al = 2a 2 . 
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Estas colunas sao pois linearmente dependentes e conseqiientemente nao formam 
uma base para o IR 2 ; para esta matriz, posto(A) = dim(Im(A)) = 1, Dado um velor b E R 2 , 
se b E Im(A) o sistema linear Ax = b admitira infinitas solugoes e sera compativel indeter- 
minado. Se b £ Im(A), o sistema linear nao admitira solugao e sera incompativel . 

No caso (ii) b * j ^ | pertence a Im(A): 



b = 



+ O 


2a) 



para qualquer a£R. 


No caso (iii), b 



nao pertence a Im(A): 
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Nos casos em que m # n, embora tenhamos situagoes semelhames. gostariamos de 
observar que: 

/) posto(A) ** min{m f n} 

ii) se m < n o sistema linear Ax = b nunca podera ter solugao unica pois 
posto(A) < n, sempre. Hustrando, 



Figure 3.8 
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Por exempio, consideremos o sistema Linear: 

-x I + 2x^ + 3 x 3 » 6 
x 2 + x 3 " 9 


Eliminando x 2 da 2 # equaqao e substituindo na l a equaqao obtemos x t - 12 +■ x 3 
e teremos o conjunto das tnfinitas solugoes dado por: 

S = {x E R 3 tais que x * (12 + x 3 9 - x 3 x 3 ) T } = 

= (x E R 3 tais que x - 

Neste exempio, posto( A) = m = 2<n = 3eo sistema 6 compativel indeterminado, 

iii) se m > n, mesmo que po$to(A) = n o sistema pode nao ter soluqao pois a 
situaqao b £ Im(A) ocorre com frequencia: 


iz ^ 

9 

0 


+ x. 


t \ 
-1 
1 


V x, E R). 


n = 2 


n 



♦ 



m = 3 A 


Figura 3.9 


A tabeta a seguir apresenta urn resumo de todas as possibilidades para sistemas 

lineares: 

Dada A, matriz m x n usaremos na tabela a seguinte definiqao: 

Se posto(A) = minjm, n}, entao A 6 posto-completo, 

Se posto(A) < min{m, n}> entao A € posto-deficiente. 
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Matriz A 

m = d 

m < n 

m > q 

Posto Complete 

(posto(A) = n) 
Compattvel dcicrminado 

(posto(A) = m) 
Infuiitas solugoes 

(posto(A) = n) 
b G Lm(A). solugao unica 
b £ 1111(A), mcorapatfvel 

Posto b e Im<A) 

Infimtas solugoes 

Infinite solugoes 

Infinitas solugoes 

Deficient® [ b g lm(A ) 

lacompativel 

Incompative) 

Incompalfvel 


Neste capitulo apresentaremos metodos numericos para a resol ugao de sistemas 
lineares n x n. 

Os metodos numericos para resoiugao de um sistema linear podem ser divididos 
em dois grupos; metodos diretos e metodos iterativos. 

Metodos diretos sao aqueles que, a menos de erros de arredondamento, fornecem 
a sol ugao exata do sistema linear, caso ela exista, apos um numero finito de operates. 

Os metodos iterativos geram uma seqiiencia de vetores {x^}, a partir de uma 
aproximaqao inicial x^. Sob certas condigoes esta seqiiencia converge para a solugao x*, 
caso ela exista. 


3.2 METODOS DIRETOS 

3.2.1 INTRODUCAO 

Pertencem a esta classe todos os metodos esludados nos cursos de l c e 2 s graus, destacan- 
do-se a regra de Cramer. Este metodo, aplicado a resoiugao de um sistema n x n envolve o 
calculo de (n + 1) determinantes de ordem n. Se n for igual a 20 podemos mostrar que o 
numero total de operagdes efetuadas sera 21 x 201 x 19 multiplicagoes mais um numero 
semelhante de adigoes. Assim, um computador que efetue cerca de cem milhdes de multi - 
plicagoes por segundo levaria 3 x 10 5 anos para efetuar as operagdes necessarias. 

Desta forma, o estudo de metodos mais eficientes e necessario, pois, em geral, os 
problemas praticos exigem a resoiugao de sistemas lineares de grande porte, isto e, sistemas 
que envolvem um grande numero de equagoes e variaveis. 
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Devemos observar que no caso de sistemas lineares n x n, com solugao unica, o 
vetor x* e dado por: x* = A -1 b. No entanto, calcuiar explicitamente a matriz A -1 e em 
seguida efetuar o prodnto A -1 b € desaconselhavel, uma vez que o numero de operagoes 
envolvidas e grande, o que torna este processo nao competitivo com os metodos que estu- 
daremos a seguir. 

3.2.2 METODO DA ELIMINAGAO DE GAUSS 

Entre os metodos diretos, destacam-se os metodos de eliminagao que evitam o calculo 
direto da matriz inversa de A e alem disto nao apresentam problemas com tempo de execu- 
gao como a regra de Cramer. 

O metodo da Eliminagao de Gauss consiste em transformar o sistema linear origi- 
nal num sistema linear equivalente com matriz dos coeficientes triangular superior, pois 
estes sao de resolugao imediata. Dizemos que dois sistemas lineares sao equivalentes 
quando possuem a mesma solugao. 

Veremos a seguir urn algoritmo para resolugao de sistemas triangulares e estuda- 
remos como o metodo da Eliminagao de Gauss efetua a transform agao do sistema linear 
original no sistema triangular equivalente. 


RESOLUQAO DE SISTEMAS TRIANGULARES 

Seja o sistema linear Ax = b, onde A: matriz n xn, triangular superior, com elementos da 
diagonal diferentes de zero. Escrevendo as equagoes deste sistema, temos: 

a U x l + a 12 X 2 + a 13 X 3 + ' * * + a ln X n = b l 

a 22 X 2 + a 23 X 3 + ’ ' ’ + a 2n X n = b 2 

a 33 X 3 + * * * + a 3n X n * b 3 
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Da ultima equagao, temos 


\i = 


a, 


no 


x n _ j po de entao ser obtido da penultima equa^ao: 


b n-l - »n-I.A 


v o-t 


a. 


n - 1 ,n - 1 


e assim sucessivamente obtem-se x n2 . *2 e fi na ' mente x i 


X 1 = 


bi a J2 x 2 a J3 X 3 ... a ln x n 


a 


it 


ALGOR1TMO 1: Resolu^do de um Sistema Triangular Superior 

Dado um sistema triangular superior nxn com elementos da diagonal da matrix A nao nulos, as 
varidveis x n , x n _ ]> * *2' X 1 s ^° ass ‘ m obtidas: 

x n ~ ^ a nn 

Para k = (n - I),..., 1 

s = 0 

Para j = (k + 1), . . . , n 
s - s + a kjXj 

*k = < b k - s ) /a kt 


DESCRIQAO DO MtTOOO DA ELIMINAQAO DE GAUSS 

Conforms dissemos anteriormente, o m^todo consiste ern transformar convenientemente o sis- 
tema linear original para obter um sistema linear cquivalente com matriz dos coeficientes 
triangular superior. 

Para modificar convenientemente o sistema linear dado de forma a obter um sistema 
equivalent, faremos uso do teorema, cuja demonstra^ao pixie ser encontrada em [2J. 
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TEOREMA 1 


Seja Ax = b um sistema linear. Aplicando sobre as equagoes deste sistema uma seqiiencia 
de operagoes elementares escolhidas entre: 


/) trocar duas equagoes; 

ii ) multiplicar uma equagao por uma constante nao nula; 

iie) adicionar um multiplo de uma equagao a uma outra equagao; 

,-w ***** 

obtemos um novo sistema Ax => b e os sistemas Ax = b e Ax= b sao equivalentes. 

Descreveremos a seguir como o metodo da Eliminagao de Gauss usa este teorema 
para triangularizar a matriz A. Vamos supor que det(A) * 0. 

A eliminagao 6 efetuada por colunas e chamaremos de etapa k do processo a fase 
em que se elimina a variavel x k das equagoes k + 1, k + 2 ,..., n. 

Usaremos a notagao a|^ para denotar o coeficiente da linha i e coluna j no final 

da k-6sraia etapa, bem como b| k) sera o i-esimo clemen to do vetor constante no final da 
etapa k. 

Constderando que det(A) * 0, e sempre possivel reescrever o sistema linear de 
forma que o elemento da posigao a H seja diferente de zero, usando apenas a operagao 
elementar (/'): 


Seja A<°> | b<°> = A \ b = 


' 4? 

42 ... 


bf 1 

4? 

42 ■- 

- 4 ? 

b (0> 


4 ? 

••• 42 ' 



onde aj^ = a^, b|°* = bj e * 0, 
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Eta pa 1: 


A eliminagao da variavel x 5 das equagoes i = 2, n e feita da seguinte forma: da equagao 
i subtralmos a I s equagao muitiplicada por ra ir Observamos que para que esta eliminagao 


seja efetuada, a linica escolha possivel e 


4P 


a 


9 


I “ ^ 1 14 1 J. tl I 


Os elementos m it = > i = 2, , . . , n sao os muhiplicadores e o elemento 


e denominado pivd da I s etapa, 

Ao final desta etapa teremos a matriz: 


A d) I b< x > 


' a iV a $ "fi? 

bp ) 1 

0 M *8? * 

bp) i 

0 4V 

/ 


onde 


#y> - a^) para j - 1 n 

b$» = bf> 


at?) - af“) - m^ag) i - 2 ,..., n e j - 1 n 

bj» - bt°> - m^bf) i = 2, ... , n 


Cap. 3 Resolufao de sistemas lineares 


123 


Etapa 2 : 

Deve-se ter pelo tnenos um elemento ajp =£ 0, para i = 2,..., n, caso contrario, det( A u >) = 0, 
o que implica que det(A) - 0; mas det(A) ^ 0, por hipdtese. 

Entao, € sempre possivel reescrever a matriz A ( l ) , sent alterar a posi 9 ao da linha 1, 
de forma que o piv6, a^ 1 , seja nao nulo. 


Os multiplicadores desta etapa serao os elementos para i = 3,..., n. 

a 22 

A variAve) x 2 6 eliminada das equa^des i =• n da seguinte forma: da equa 9 ao 
i subtrafmos a segunda equa9ao multiplicada por m j2 

Ao final, teremos a matriz A <2) | b< 2 *: 



r aff 




4 2 „> 

b«) ^ 


0 


4? 

4? 

O' 

^3 

A' 2 ' 1 b< 2 > = 

0 

0 

•9 

4? 

4 2) 


0 

0 

»g 

•e 

b< 2 > 

" ) 


onde a[ 2J = a[- f) para i - 1, 2 e j = i, i + 1, n 
bp^ = bj 1 1 para i ~ 1, 2 
e 

ap> = a y' “ m i2 a ij * P ara * = 3fl "’ n e J = 2,..., n 
bp 3 = bj !) - m^b^ para i = 3,..., n 
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Seguindo raciocuiio analogy, procede-se ate a etapa (n - 1) e a matriz, ao final 
desta etapa, sera: 




AY 11 



Ay l) 



0 


...... 

4”‘ 1J 


A (fl - 1) | b <0 - 1) _ 

0 

4 

« 

0 

a (n - 1) 

a 3 3 * * 4 ■ # * 




0 

0 

* 

0 **«*■* 


an - 1) 

* j 


e o sistema linear A^ n_1 ^x = b^ 1 ) e triangular superior e equivalente ao sistema linear 
original. 


Exemplo 2 

Seja o sistema linear: 

3x 1 + 2 x 2 + 4x 3 = 1 

, Xj + x 2 + 2 x 3 - 2 

4xj + 3 x 2 - 2x 3 = 3 


Etapa 1: 

Eliminar x, das equagoes 2 e 3: 

Para facilitar o entendimento do processo, de agora em diante usaremos a notagao 
Lj para indicar o vetor linha formado pelos elementos da linha i da matriz A^' 1 1 b^). Assim, 
nesta etapa, Lj = (3 2 4 1). 
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'•9 Hf «® 

bf ' 


r 3 2 4 

1 1 

A<°> | b<°> ^ 

4T a® 

bP 

, “ ' 

1 1 2 

2 


v 4? 42 

bf 

/ 


4 3-2 

3 , 


Piv6: = 3 

m 2l = ^ 3 
m 3l = 4/3 

h L 2 - m 2l L 1 

Lj *- Lj - m 31 



' 3 2 4 

1 > 


' 4V 42 4V 

4« ' 

=>a< ! >| bf J > = 

01/3 2/3 

5/3 

« 1 

0 4>) 

4» 


0 1/3 -22/3 

5/3 

) 


t 0 ag 4V 

4» 


Etapa 2: 

Eliminar x 2 da equaqao 3: 

Pivd: a$ - 1/3 

m 32 ’ 1/3 - 1 
^3 ^3 _ m 32 L 2 



' 3 

2 

4 

1 1 

=* A< 2 > | b< 2 > - 

0 

1/3 

2/3 

5/3 


0 

0 

-8 

0 


m 
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Assim, resolver Ax = b e equivalente a resolver A l2? x = b'-- 1 : 
3xj + 2 x 2 + 4xj = ] 

< 1/3x2 + 2/3 x 3 = 5/3 

- 8x3 = 0 


A solu^ao deste sistema e o vetor x* 


(- 3 ) 

5 

0 

J 


ALGORITMO 2: Resoiu^do de Ax = b atraves da Eliminapao de Gauss. 

Seja o sistema linear Ax = b, A:nxn,x:nxl,b:nxl. 

Supor que o elemento que esta na posi^ao a kk 6 diferente de zero no inicio da etapa k. 


Elimina^ao 


Para k = 1, ... , n - 1 

Parai = k + 1, , n 


a- 


m = 


ik 


ik 


a kk 
= 0 


Para j = k + 1, ... n 

a u = a ij - ma k, 


Resolu^ao do sistema: 


Para k = (n - 1), 2,1 

s = 0 

Para j = (k + 1) , . . . , n 
[s = s + a kj Xj 

x k = lb k “ s ) / a kk 


O algoritmo acima efetna, na fase da elimina^ao, (4n^ + 3n~ - 7n) /6 opera$oes e, para 
resolver o sistema triangular superior, o numero de operates efetuadas € n~. 
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Assim, o total de operagoes para se resolver um sistema linear pelo metodo da 
Eiiminagao de Gauss e (4n 3 + 9n 2 - 7n)/6. 


ESTRATEGIAS DE PIVOTEAMENTO 

Vimos que o algoritmo para o metodo da Eliminagao de Gauss requer o calculo dos multi- 
plicadores: 


m 


ik 


4 k -‘' 

11 


i = k + 1 , , . . , n 


em cada etapa k do processo. 

O que acontece se o pivo for nulo? E se o pivo estiver proximo de zero? 

Estes dois casos merecem atengao especial pois e impossivel trabalhar com um 
pivo nulo. E trabalhar com um pivo proximo de zero pode conduzir a resultados totalmente 
imprecisos. Isto porque em qualquer calculadora ou computador os calculos sao efetuados 
com aritmetica de preeisao finita, e pivos proximos de zero dao origem a multiplicadores 
bem maiores que a unidade que, por sua vez, origina uma ampliagao dos erros de arredon- 
damento. 


Para se contornar estes problemas deve-se adotar uma estrategia de pivoteamento, 
ou seja, adotar um processo de escolha da linha e/ou coluna pivotal. 


ESTRATEGIA DE PIVOTEAMENTO PARCIAL 

Esta estrategia consiste em: 

/) no imcio da etapa k da fase de eliminagao, escolher para pivo o elemento de 
maiOT modulo entre os coefictentes: a^“ i = k, k +1,..., n; 

it) trocar as linhas k e i se for necessSrio, 
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Exemplo 3 

n = 4 e k = 2 


Ad) 


= 


' 3 

2 

1 

-1 

5 ' 

0 

1 

0 

3 

6 

0 

-3 

-5 

7 

7 

0 

2 

4 

0 

*5 , 

i 


Inicio da etapa 2: 
i) escolher pivo 

max | [ = | | - 3 => pivo « -3 

j - 2,3,4 J 


ii) trocar linhas 2 e 3. 


Assim, 


A<1> 



f 3 

2 

1 

-1 

5 ^ 

0 

-3 

-5 

7 

7 

0 

1 

0 

3 

6 

1° 

2 

4 

0 

15 

} 


e os multiplicadores desta etapa serao: 
m 32 = ^3 = 

n> 42 = ^ = -2/3 

Observamos que a escolha do maior elemento era modulo entre os candidates a 
piv6 faz com que os multiplicadores, em modulo, eslejam entre zero e urn, o que evita a 
ampliagao dos erros de arredondamento. 
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ESTRATEGIA DE PIVOTEAMENTO COMPLETO 

Ncsta estratdgia, no ini'cio da etapa k e escolhido para pivo o elemento de maior m6dulo } 
entre todos os elementos que ainda atuam no processo de elimina^ao: 

max | a^ ~ - [ aj£ " ^ | => pivo - a^ _ ^ 

V U»k 

Observamos que, no Exempto 3, se fosse adotada esta estrategia. o piv6 da etapa 
2 sens a(^ - 7, o que acarretaria a troca das cotunas 2 e 4 e, em seguida, das linhas 2 e 3, 
donde: 



3 

-1 1 

2 

5 1 

A<*> I bW = 

0 

7 -5 

-3 

7 

0 

3 0 

1 

6 


. 0 

0 4 

2 

15 i 


Esta estratdgia nao 6 muito empregada, pois envolve uma comparaqao extensa 
entre os elementos a^ " i, j 2* k e troca de linhas e colunas, con forme vlmos no exemplo 

anterior; € evidente que todo rate processo acarreta um esfor^o computacionaJ maior que a 
estrat6gia de pivoteamento parciai. 


Exemplo 4 

Consideremos o sistema linear 
0.0002x ] + 2Xj - 5 

2Xj + 2 x 2 - 6 


uo 
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Inicialmeme v am os resolve- lo sem a estrategia de pivoteamento parciai e vamos 
supor que temos de trabalhar com aritmetica de tres digitos. Nosso sistema e: 

0.2 x Ur 3 Xj + 0.2 X 10^2 - 0.5 x 10 1 

< 

0.2 x 10'xj + 0.2 x - 0.6 x 10 3 


Entao, 



f 0.2 x 10' 3 0.2 x 10 1 

o 

T— J 

X 

6 

| b<°> - 




0.2 x 10 1 0.2 x 10 1 

0.6 x 10 1 


Etapa 1: 

Piv6: 0.2 x IQ -3 

m 2] * (0.2 x lO 1 )/^ x 10- 3 } = 1 x 10 4 = 0.1 x 10 5 e a^V * 0 

4V - a© ' * m 2i - 0-2 * 10 l - (0.2 x 10 1 ) x (0.1 x 10 5 ) * 

- 0.2 x 10 1 - 0.2 x 10 5 - - 0.2 x 10 5 


b^ l > = bi,°) - bf> x m 31 - 0.6 x 10 1 - (0.5 x 10 l ) x (0.1 x 1 0 5 ) 

= 0.6 x 10 1 - 0.5 x 10 5 - - 0.5 x 10 5 


f 0.2 x 10“ 3 0.2 x 10 1 

0.5 x 10 1 1 

^ 0 - 0.2 x 10 5 

-0.5 x 10 5 i 

/ 


I b< l > - 


E a soiugao do sistema A (1) x= bO> resultante 6 

-0.2 x 10 5 x 2 = -0.5 x 10 5 =#> x 2 = (0.5) / (0.2) = 2.5 = 0.25 x 10 

=*■ 0.2 x 10" 3 Xj + 0.2 x 10 1 x 0.25 x 10* = 0.5 x 10 1 

=> 0.2 x \0~\ = 0.5 x 10 1 - 0.05 x 10 2 = 0.5 x 10 1 - 0.5 x 10 1 = 0 

e, portanto, x - (0 2.5 ) T . 
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£ facil verificar que x nao satisfaz a segunda equaqao, pois 
2 x 0 + 2 x 2.5 = 5 * 6. 

Usando agora a estrategia de pivoteamento parcial (e ainda aritmetica de ires 
dfgitos), temos 


A (0) I b<°> - 


r 0.2 x 10 1 0.2 x IQ 1 

0.6 x 10 1 1 

^ 0.2 x 10“ 3 0.2 x 10’ 

0.5 x 10 1 

/ 


Assim o pivd 6 0,2 x 10 1 e m 21 = (0,2 x 10“ 3 )/(0.2 x 10 1 ) = 0.1 x 10” 3 . De forma 
anfiloga ao que fizemos acima, ohtemos o novo sistema 


A d) | b<*> 


' 0.2 x 10 1 0.2 x 10 1 

0.6 x 10 1 > 

0 0.2 x 10 1 

0.5 x 10 1 

/ 


cuja soluqao u ■ 


0.5 

0,25 x 10 J 


E o veior x 6 realmente a soluqao do nosso sistema, pois 

0.2 x 10~ 3 x 0.5 + 0.2 x 10 1 x 0.25 x 10 1 = 0.1 x 10" 3 + 0.05 x 10 2 = 0.5 x 10* = 5 


e 


0.2 x 10 1 x 0.5 + 0.2 x 10 1 x 0.25 x 10 1 = 0.1 x 10 1 + 0.05 x 10 2 = 
= 0.01 X 10 2 + 0.05 x 1 0 2 — 0.06 x 10 2 = 0.6 x 10* » 6. 


3.2.3 FATORAQAO LU 


Seja o sistema linear Ax - b. 
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O processo de fatoragao para resolu^ao deste sistema consiste em decompor a 
matriz A dos coeficientes em um produto de do is ou mais fatores e, em seguida, resolver 
uma seqiiencia de sistemas lineares que nos conduzira a solu^ao do sistema linear original. 

Por exemplo, se pudermos realizar a fatoragao: A - CD, o sistema linear Ax * b 
pode ser escrito: 

(CD)x = b 

Se y = Dx, entao resolver o sistema linear Ax » b € equivalente a resolver o 
sistema linear Cy = b e, em seguida, o sistema linear Dx = y. 

A vantagem dos processos de fatoraqao e que podemos resolver qualquer sistema 
linear que tenha A como matriz dos coeficientes. Se o vetor b for alterado, a resoluqao do 
novo sistema linear ser£ quase que imediata. 

A fatoraqao LU e um dos processos de fatoraqao mais empregados. Nesta fatora- 
qao a matriz L e triangular inferior com diagonal unitaria e a matriz U e triangular superior. 


CALCULO DOS FATORES L e U 

Os fatores L e U podem ser obtidos at raves de formulas para os elementos L e u- t ou entao, 
podem ser construidos usando a ideia basica do metodo da Eliminaqao de Gauss. 

A obtengao dos fatores L e U pelas fdrmulas dificulta o uso de estrat£gias de 
pivoteamento e, por esta razao, veremos como obter L e U atrav6s do processo de Gauss. 

Usaremos um exemplo teorico de dimensao 3: 

a ll x l + a 12*2 + a 13 x 3 " b I 
■ * 21*1 + * 22*2 + “ b 2 
a 31 x l + * 32^2 + a 33 X 3 * b 3 
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Trabalharemos somente com a matriz dos coeficientes. Seja entao: 


( ag> a® a® ' 


A® 


4? 4? «® 


0) a (o 


Os multipiicadores da etapa 1 do processo de Gauss sao: 


nr 


21 


4y> 

4®> “ “ 31 ‘ ag> 


e m 




(supondo que * 0) 


Para dim mar Xj da Linha i, i = 2, 3, multiplicamos a linha 1 por m ;i e subtrannos 
o resultado da Linha i. 


onde 


Os coeficientes a[j^ serao atterados para onde: 


4i> - 4? 


para j = 1, 2, 3 


ajj 1 1 = aj^ - m n a^ para i = 2, 3 e j = 1, 2, 3 

Estas operates correspondent a se pre-multiplicar a matriz A^ 0) pda matriz 


m(Q) 


/l 0 0 \ 


-m 21 ^ ^ 


-m 31 0 1 


pois: 
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f 1 

0 

0 ' 


f 4? 

4 ? 

45 1 


“ ra 21 

1 

0 



45 



-m 31 

0 

1 

) 


j? 

45 

45, 


4? 45 45 ' 

4? - m 2i4” > 45 - m 2i4? 45 - m 2i a i“i 
^ 4? ’ m 3i a i? 4® - m 3i a 4 < ? 45 - ,a 3i45 j 







\ 


0 

0 




- A<» 



/ 


Portanto, M^A^ = A* l > onde A^ € a mesma matriz obtitia no final da etapa 1 do 
processo de Gauss. 


Supondo agora que * 0, o multiplicador da etapa 2 sera: m 32 


a 0) 

a 32 

aO> 

“22 


Para eliminar x 2 da linha 3, multiplicamos a iinha 2 por m 32 e subtraimos o 
resultado da Iinha 3. 
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Os coeficientes serao alterados para: 


onde 


= a ( j^ para j = 1, 2, 3 

a^p = para j = 2, 3 

= 41’ - m 32 4]' para j = 2, 3 

As operaqoes cfciuadas em A' 11 sao equivalentes a pre-mu ltiplicar A* 1 * por M (1 \ 


M (l) 


1 0 0 \ 


0 1 0 


0 _m 32 1 


, pois: 



' 1 

0 

0 > 


' 

a W 

»<y ' 

M fl) A< l) = 

0 

1 

0 


0 

•H 



0 

~ m 32 

1 

1 


0 

•ffl 



4 ¥ 
0 

0 


a $ a $ 

•& 

- “32*$ a W “ m 324V 
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[4? 41 4M 
0 4? 4? 

^ 0 0 


Portanto, M^W 1 ) = A 12 * onde A (2 ^ e a mesma matriz obtida no final da etapa 2 do 
metodo da Eliminagao de Gauss. 

Temos entao que: 

A = A(°> 

A< 1 > - M<°>A<<» = M(°)A 


A< 2 > = - M^M^A 


onde e triangular superior. 
E facil verificar que: 



1 

0 

0 ^ 


1 

0 

o ^ 

(M* 0 ))" 1 - 

m 21 

1 

0 

e (M<V - 

0 

1 

0 


^ m 31 

0 

1 

j 


0 

m.. 1 

32 y 


Assim, 


1 0 0 \ 




m 21 1 0 




1 


/ 


m 31 m 32 
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Entao, A = (M^ M (0 ^) -1 A^ = A< 2 > 



Ou seja: L = (M^W 1 ))" 1 el) = A f2 >. 

Isto 6, fatoramos a matriz A em duas matrizes triangulares L e U, sendo que o 
fator L 6 triangular inferior com diagonal unitaria e seus elementos 1- para i > j sao os 
multiplicadores m j} obtidos no processo da Elimmaqao de Gauss; o fatOT U 6 triangular 
superior e ^ a matriz triangular superior obtida no final da fase da tri angular izagao do 
metodo da Eliminagao de Gauss. 


TEOREMA 2: (Fatorapao LU) 

Dada uma matriz quadrada A de ordem n, seja A k a matriz constitmda das primeiras k linhas 
e colunas de A. Suponha que det(A t ) * 0 para k = 1, 2, (n - 1). Entao, existe uma unica 
matriz triangular inferior L - (m-), com m u - 1, 1 5 i e n e uma unica matriz triangular 
superior U = (u s p tais que LU = A. Ainda mais, det(A) = u n U 22 u m ' 

Demonstragao: ver [13] 

RESOLUQAO DO SISTEMA LINEAR Ax = b US AN DO A FATORAQAO LU DE A 

Dados o sistema linear Ax = b e a fatoragao LU da matriz A, temos: 

Ax = b (LU)x a b 

Seja y = Ux. A solugao do sistema linear pode ser obtida da resol ugao dos sis- 
temas lincares triangulares: 

0 Ly = b 

it) Ux = y 

Verifiquemos teoricamente que o vetor yeo vetor constante do lado direito obtido 
ao final do processo da Eliminagao de Gauss. 
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Considerando o sistema linear Ly = b, teraos que y - L _1 b. 
Mas, L = (M<°))- 1 (M( 1 ))r 3 => L l = 

Entao, y = onde = b 

Temos que 



1 

0 

0 ' 


b f ] 


' If) ' 

MW>b<°> = 

_m 2l 

1 

0 




*S» - 


^ " m 31 

0 

1 

/ 


bt°> 

3 ) 


b f - %i b i 0) i 

/ 


b[V 

H 1 ’ 


b»>. 


Isto e, o vetor obtido apos o produto de por € o mesmo vetor do lado 
direito obtido apos a etapa 1 do processo da Eliminaqao de Gauss. 

Obtido b (1 \ texnos que y = M (1) b^ = 


1 0 OS 


' b i» ' 


1 If) ' 


bf > \ 

0 1 0 



= 

tf> 

= ; 


0 - m.,, 1 

32 J 


bLH 

1 


^ b^> - m 32 b^ ^ 


bP> 

3 / 


= bW. 


Exemplo 5 

Resolver o sistema linear a seguir usando a fatoraqao LU: 
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'3xj + 2 x 2 + 4x 3 = 1 

• X 1 + *2 + 2x 3 " 2 

4xj + 3 x 2 + 2Xj = 3 


3 2 4 \ 


A 


1 1 2 




4 


3 


2 


/ 


Usando o processo de Gauss, sem estrategia de pivoteamenlo parcial, para trian- 
gularizar A, temos: 


Etapa 1: 

Pivo = = 3 


Multiplicadores: m 2i 

*H' l 

‘ " 3 6 

m 31 

a 3T 

~ 4 

i 

n". 

ii 

Entao, 





Lj *- L a 


3 

2 

4 ) 

*7 L 2 ” “21 L t 

e A^ - 

0 

1/3 

2/3 

L 3 L 3 m 31 ^1 


v° 

1/3 

-10/3 ; 


Uma vez que os elementos e sao nulos, podemos guardar os multiplica- 
dores nestas posigoes, entao; 



f 3 

2 

4 ' 

A<*>. 

1/3 

1/3 

2/3 


4/3 

1/3 

-10/3 


i 


V 
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Etapa 2: 

Pivd: * 1/3 


MuLtiplicadores: m 32 


^ 1/3 

' 1/3 


Teremos: 




Ll 



f 3 

2 

4 > 




e A< 2 > = 

1/3 

1/3 

2/3 

L3 

1^3 “ 

m 32 ^2 



4/3 

1 

-4 

J 

Os fatores L e U sao 







1 

0 0 > 


r 3 

2 

4 \ 


L - 

1/3 

1 0 

eU- 

0 

1/3 

2/3 

* 


, 4/3 

1 1 , 



0 

- 4 , 



Resolvendo L(Ux) = b: 

i) Ly = b 

yi = i 

. l/3yi + y 2 =2 
4/3yj + y 2 + y 3 - 3 

y — (1 5/3 0) T 
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ii) Ux = y: 
Ux = y 


3xj + 2xj + 4Xj = 1 

1/3x 2 + 2/3x 3 = 5/3 

- 4x 3 = 0 


x = (-3 5 0) T . 

FATORA£AO LU COM ESTRATEGIA DE PIVOTEAMENTO PARCIAL 

Estudaremos a aplicagao da estrategia de pivoteamento parcial a fatoragao LU. Esta estra- 
tegia requer permutagao de linhas na matriz A^, quando necessario, Por este motivo, 
veremos inicialmente o que e uma matriz de permutagao e, em seguida, oomo se usa a 
estrategia de pivoteamento parcial no calculo dos fatores L e U e qua is os efeitos das 
permutagoes real iza das na resolugao dos sistemas lineares Ly = b'e Ux - y. 

Uma matriz quadrada de ordem n e uma matriz de permutagao se pode ser obtida 
da matriz identidade de ordem n pennutando-se suas linhas (ou coiunas). 

Pre-multiplicando-se uma matriz A por uma matriz de permutagao P obt£m-se a 
matriz PA com as linhas permutadas e esta permutagao de linhas e a mesma efetuada na 
matriz identidade para se obter P. 

Exemplo 6 

Sejant 



' 0 

1 

0 ' 


f 3 

1 

4 ^ 

p = 

0 

0 

1 

e A * 

1 

5 

9 



0 



2 

6 

5 , 



f 0 

1 

0 1 


1 3 

1 

4 1 


1 

5 

9 1 

PA - 

0 

0 

] 


1 

5 

9 

- 

2 

6 

5 



0 

°i 



6 

5 ; 



1 

4 

/ 
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Seja o sistema linear Ax = b e sejam os fatores L e U obtidos pelo processo da 
Eliminagao de Gauss com estratlgia de pivoteamento parcial. 

L e U sao fatores da matriz A', onde A'ea matriz A com as linhas permutadas, 
isto 6, A' = PA 

Mas as mesmas permutagoes efetuadas nas linhas de A devem ser efetuadas sobre 
o vetor b, uma vez que permutar as linhas de A implica permutar as equagdes de 
Ax * b. 

Seja entao b ' = Pb 

O sistema linear A'x = b' 6 equivalente ao original e, se A' = LU, teremos 
A'x tb‘=i> PAx = Pb => LUx ■ Pb 

Resol vemos entao os sistemas triangulares: 

i) Ly = Pb 

if) Ux = y e obtemos a solugao do sistema linear original. 

Exempto 7 

Seja o sistema linear: 


3Xj - 4 x 2 

Xj + 2Xj 


+ x 3 • 9 
+ 2x 3 - 3 
- 3x 3 - -2 


3 -4 X \ 


A(°) - 1 2 2 


4 0-3 
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Etapa 1: 

Piv6: 4 = a^; entao devemos permutar as linhas 1 e 3: 


4 

0 

-3 \ 


0 

0 

1 ^ 


1 

2 

2 

, P<°> - 

0 

X 

0 

e A f (°> - P«»A< 0 > 

l 3 

_4 

1 / 


i 

0 




Efetuando a elimina^ao em A'^: 



' 4 

0 

-3 

\ 

A(!) = 

1/4 

2 

11/4 



l 3/4 

-4 

13/4 

J 


Etapa 2: 

Pivd: - 4 = a^, entao devemos permutar as linhas 2 e 3: 



r 4 

0 

-3 'j 


1 

0 

0 \ 


A'« * 

3/4 

-4 

13/4 

, p»« _ 

0 

0 

1 

e A’d) - P< 1 >Al» 


l 1/4 

2 

11/4 i 



1 

°, 
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Efeiuando a eliminagao lemos: 



f 4 

0 

-3 1 

A< 2 )- 

3/4 

-A 

13/4 


1/4 

-1/2 

35/8 




/ 


Os fatores L e U sao 



r 1 

0 

0 1 


4 

0 

-3 1 

L - 

3/4 

1 

0 

e U - 

0 

-4 

13/4 


v I/ 4 

-1/2 

1 

) 



0 

35/8 j 


e estes sao os fatores da matriz A' - PA onde P = P (1} isto e: 



o o n 


(3 -4 1 ^ 


0 

1 

A' - PA - 

1 0 0 


1 2 2 

- 

3 -4 1 


1 °/ 


v 4 0 “3 j 


, 1 2 2 

/ 


Resolugao dos sistemas 
i) Ly = Pb onde 

0 o i > 

1 0 0 


lineares triangulares: 


' 9 1 


r -2 i 

3 

at 

9 

-2 


3 

/ 


/ 


Pb 
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yi - -2 


' -2 ' 

3/4y : + y 2 = 9 => 

y = 

21/2 

1 l/4 Vl - Wy 2 + y 3 = 3 


l 35/4 ; 


ii) l]x - y 


' 4Xj + 0x 2 - 3 x 3 = -2 


' 1 1 

< -4x 2 + 13/4x 3 * 21/2 => 

x = 

-1 

35/8X3 * 35/4 




Considerando uma matriz geral, A: n x n. Se A e nao singular, entao no inicio da 
etapa k da fase de eliminagao existe pelo menos um elemento nao nulo entre os elementos 
a^“ 1 ) , . . . , a^. - ^ de modo que atraves de uma troca de linhas sobre A^ “ ^ e sempre 

possivel obter a matriz A'^ ” ^ com elemento nao nulo na posigao (k, k). Desta forma, os 
calculos necessarios era cada etapa da eliminagao podem ser realizados e os fatores LeU 
da matriz PA serao unicamente determinados. onde P = p( n “ ^ P (n " 2 ) ... pW e P^ k> 
represenia a troca de linhas efetuada na etapa k. 

As permutagoes de linha realizadas durante a fatoragao podem ser representadas 
atraves de um vetor n x 1, que denotaremos por p, definido por p(k) = i se na etapa k a linha 
i da matriz original A^* 1 for a linha pivotal. 

Considerando o Exemplo 7, teriamos inicialmente: p = (1 2 3). No inicio da etapa 
1, a linha 3 6 a pivotal, entao p = (3 2 1). No inicio da etapa 2, a linha 3 da matriz A* 1 ) e a 
linha pivotal, entao p = (3 1 2). 


ALGORITMO 3: Re$olu$ao de Ax = b atraves da fatoragao LU com 

pivoteamento parcial 

Considere o sistema linear Ax = b, A: n x n; o vetor p representara as permutagoes reali- 
zadas durante a fatoragao. 
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(Calculo dos fatores;) 

Para i - 1 , . . . , n 

[ P(i) = i 

Para k - 1 , . . . t (n - 1) 

' pv - | a(k, k)j 
r = k 

Para i = (k + 1) , . . . , n 
se (ja(i, k)| > pv), faqa: 
pv - | a(i, k)| 
r = i 


se pv = 0 , parar; a matriz A 6 singular 
se : # k, faga; 
aux - p(k) 

pOO = P(r) 
p(r) = aux 
Para j - 1 , . . . , n 
aux = a(k, j) 
a(k, j) - a(r, j) 
a(r, j) - aux 


Para i * (k + 1), . . . , n 
m - a(i, k)/a(k, k) 
a(i, k) = m 

para j = (k + 1), . . . , n 
a(i> j) - a(i, j) - ma(k, ]) 


(Resol ugao dos si stem as triangulares) 


Para i = 1, . . . , n 
c = Pb [ r - p(i) 

c(i) = b(r) 
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Para i = 1 n 

soma = 0 


Ly - c 


Paraj = t* . . . , (i - 1) 
f soma = soma + a{i, j)y(j) 
y(i) = c(i) - soma 


Ux 


Para i = n T (n - 1), . . . , 1 


y 


soma - 0 

Para } — (i + 1), . . . , n 
[ soma = soma + a(i, j)x(j) 
x(i) = Cy<i) - soma)/ a(i, i) 


3.2.4 FATORAQAO DE CHOLESKY 

Uma matriz A: n x n € definida positiva se x 1 Ax > 0 para todo x e R n , x * 0. 

A resolu^ao de sistemas lineares em que a matriz A e sim&rica, definida positiva. 6 
freqiiente em problemas priticos e tais matrizes podem ser fatoradas na forma: 

A = GG t 

onde G: n x n € uma matriz triangular inferior com elementos da diagonal estritamente posi- 
tivos. Esta fatora^ao € conhecida como fatoraq&o de Choiesky. 

Seja A: n x n e vamos supor que A satisfa<;a as hipdteses do Teorema 2. Entao, A pode 
ser fatorada. de forma unica, como LDU (ver Exercfcio 12) com; 

L: n x n. triangular inferior com diagonal unit&ria; 

D: n x n. diagonal e 

U: n x n, triangular superior com diagonal unitdria. 

Se, al6m das hipoteses do Teorema 2, a matriz for simetrica, demonstra-se [141 
que U = L t , e, entao. a fatoraijao fica: A - LDLT 
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Exemplo 8 





Considere a matriz 





f 16 

-4 

12 

-4 



2 

-1 

1 

A = 

12 

-1 

14 

-2 


-4 

1 

-2 

S3 


Caiculaudo os fatores L e U de A e, em seguida, os fatores L, D e U, teremos: 


' 16 

-4 

12 

-4 ^ 


' 1 

0 

0 

0 ' 


16 

-4 

12 

-4 \ 

-4 

2 

-1 

1 


-1/4 

1 

0 

0 


0 

1 

2 

0 

12 

-1 

14 

-2 


3/4 

2 

1 

0 


0 

0 

1 

i 

-4 

1 

-2 

83 , 


-1/4 

0 

1 



t ° 

0 

0 

81 J 


'10 0 0 
- 1/4 1 0 0 

3/4 2 10 

^ - 1/4 011 


'16 0 0 0 ' 

0 10 0 

0 0 10 

0 0 0 SI , 


1 - 1/4 3/4 - 1/4 1 
0 12 0 

0 0 11 

0 0 0 1 , 

^ / 


Observamos que: 

0 U-. = U-- / ll-*l 

1J l] ' ti f 

ii) como a matriz A e simetrica, U = L T , 
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Se A for definida positiva, os elementos da matriz D sao estritamente positivos, 
con forme demonstramos a seguir: como A e definida positiva, temos que para qualquer 
x €E R n , x * o, x r Ax > 0. Usando a fatoraqao LDL T de A, temos: 

0 < x t Ax = x t (LDL t )x = y T Dy. 

Agora, y = L T x e L tem posto completo. Entao, y * 0 pois x e nao nulo e, para 
cada y G R n , existe x G IR", tal que y = L T x. 

Fazendo y = e-, i - 1 n, teremos: ej Dej = d y , e, como y T Dy > 0, qualquer 

y * 0, obtemos: d i4 > 0, i = l,...,n. 

Concluindo, se A for simetrica definida positiva, entao A pode ser fatorada na 
forma LDL 1 com L triangular inferior com diagonal unitaria e D matriz diagonal com 
elementos na diagonal estritamente positivos. 

Podemos escrever entao: 

A = LDL t = LDDL t 

onde d u = 

e, se G = LD, obtemos A - GG T com G triangular inferior com diagonal estritamente 
positiva. 

Formal izamos este resultado no Teorema 3. 


TEOREMA 3: (Fatora^ao de Cholesky) 

Se A: n x n e simetrica e definida positiva, entao existe uma unica matriz triangular inferior 
G: n x n com diagonal positiva, tal que A = GG T . 


Exemplo 9 

Retomando a matriz A do Exemplo 8 e sua fatora§ao LDL r , observamos que o fator D e tal 
que d- > 0, i = 1,..., 4. 

Fazendo D - D 1 ' 2 , teremos: 

A = LDL t = LD DL t = (LD) (DL T ) = GG T 
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/ 4 0 0 0 \ 


onde D - 


0 

0 


1 0 
0 1 


0 

0 


e 


0 0 0 9 J 


G 


4 0 0 

-110 
3 2 1 




-1 


0 1 


0 1 

0 

0 


A matriz G, triangular inferior com diagonal positive, e o fator de Choiesky da 

matriz A. 


Neste exemplo, o fator de Choiesky foi obtido a partir da fator a^ao LDL T , que por 
sua vez foi obtida a partir da fatoragao LU. No entanto, o fator de Choiesky deve ser 
calculado atraves da equaqao matricial A = GG T , uma vez que, assim, os calculos envol- 
vidos serao reduzidos pela metade. 


Calculo do fator de Choiesky: 

E dada A: nxn, matriz simetrica e definida positiva: 

\ a ll hi ■ * * a nl ' 

®21 h.2 * * * a n2 

SB i 

9 # 9 

a nl a n2 - ‘ a nn 

/ 


A = 
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O fator G: n x n triangular inferior com diagonal positiva serl obtido a partir da 
equagao matricial: 

A = GG t 


1 a H *21 ' ' * S Ql ' 


r «11 ^ 


f §11 821 ■ ■ ■ Sul ' 

a 21 *22 a n2 

■ V * 


Hi Hi 

* » 


Hi ’ * * §n2 

1 

■i I- 9 

■ * ■ 

^ a ol a n2 ’ ■ * a nn ^ 


9 * 

6nl Sn2 * ‘ ‘ §nn 

\ 


Son 

/ 


O calculo sera realizado por colunas: 
cohina 1: 


‘ *ii 1 
*21 


*u) 

0 


r Sil ' 
S21S11 

i*°>; 

- G 

* 

i 

0 J 


* 

■ 

SnlSll , 


entao: g n = 

e Sji “ j = 2, n; 


coiuna 2: 


1 a 21 ' 

a 22 

Hi 

= G 

f Hi ' 

Hi 

0 

* 

m 

' 811621 1 

821 + B22 
H1H1 + H2H2 

, a o2 , 

\ / 


> 0 1 


^ SnlS21 + H2H,2 . 
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entao: + g\ 2 - a 22 => g 22 - Va 22 - 

e gjlS21 + Sj2®22 = a j2 > J = H- 

Os elementos gj , ja estao calculados; assim, 

Sj2 — ( a j2 ” Sjl §21^ ■ §22’ J = 3,..., n. 


Coluna k: 

Para obter os elementos da coluna k de G: (0 ... g k+1J[ ... g^) 1 , k = n, 
usamos a equagao matricial: 


tl 1 


8ki ) 

l k2 

« 


Sk2 

1 

l kk 

= G | 

■f 

®kk 

l k + Ik 


0 

nk } 


k 0 J 


e teremos: 

a kk = «ki + ®k2 + ■ • * + Skk e daf 


gkk 


k - 1 


1/2 



e a jk = Sjlgkl + Sj2Sk2 + • • ■ + SjkSkk * j - ( k + 0. ■■■» n 

Como todos os elementos g i]t , i = 1,..., (k - 1) ja estao calculados, teremos: 


gjk 





k - 1 \ 


2) SjiSki 

i - 1 


/ &kk 

l 


j - (k + 1), ..., n. 
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ALGORITMO 4: Fatora$do de Cholesky 

Seja A: n x n, simetrica definida positiva: 

Para k - l r .. , a 
soma * 0 

Para j = 1, . . . , (k - 1) 

[ soma - soma + g£- 

r “ ^ck ” soma 
g kk » (0 1/2 

Para i = (k + 1), . . . , n 
soma = 0 

Para j « 1, . . . , (k - 1) 

[ soma = soma + 

Sik = ( »ik - so™ 3 ) 7 «kk 


Na pratica, aplicamos a fatoragao de Cholesky para verificar se uma determinada 
matriz A simetrica e definida positiva. Se o algoritmo falhar, isto e, se em alguma etapa 
tivermos r ^ U, o processo sera intcrrompido e, consequentemente, a matriz original nao e 
definida positiva; caso contrSrio, ao final teremos A = GG T com o fator conforme descrito 
no Teorema 3. Demonstrate (Exercicio 21) que uma matriz na forma BB r e definida 
positiva, se B tem posto completo. 

A fatoragao de Cholesky requer cerca de n 3 /3 operagoes de multiplicagao e adigao 
no cilculo dos fa tores, aproximadamente a metade do numero de operagoes necessarias na 
fase da eliminagao da fatoragao LU. 

Observamos que a] guns autores contam uma adigao e uma multiplicagao como 
uma operagao apenas; assim, para esses autores, a fatoragao LU realiza cerca de n 3 /3 
operagoes e a fatoragao de Cholesky, n 3 /6, 

Obtido o fator G, a resolugao do sistema linear Ax = b prossegue com a resolugao 
dos sistemas triangulares: 


Ax = b ** (GG t )x = b 


i) Gy = b 

ii) G t x = y 
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3.3 M&TODOS ITERATIVOS 

3.3.1 INTRODUQAO 

A ideia central dos metodos iterativos € generalizar o metodo do ponto fixo utilizado na 
busca de raizes de uma equaqao que foi visto no Capituio 2, 

Seja o sistema linear Ax = b, onde: 

A: matriz dos coeficientes, n x n; 

x: vetor das variaveis, n x l ; 

b: vetor dos termos constantes, n x 1. 

Este sistema e convertido, de alguma forma, num sistema do tipo x = Cx + g onde 
C e matriz n x n e g vetor n x 1. Observamos que <p(x) = Cx + g e uma funqao de iteraqao 
dada na forma matricial. 

E entao proposto o esquema iterativo: 

Partimos de x (0> (vetor aproximaqao inicial) e entao construimos consecutivamen- 
te os vetores: 

x^ = Cx< 0) +■ g - tp(x^), (primeira aproximagao), 

x® = Cx (i > •»- g = q)(x^), (segunda aproximaqao) etc. 

De utn modo geral, a aproximagao x^ k+1 ^ i calcuiada pela formula x^ +1 ) = Cx^ + g, 
ou seja, x^ +1 ) = cp(x^), k = 0 , 1 ,.... 

E importante observar que se a seqiiencia de aproximagoes x^°\ x^,..., e tal 

que, lim x <k) = a, entao a = Ca + g, ou seja, a e solugao do sistema linear Ax = b. 
k -* w 

3.3.2 TESTES DE PARADA 

O processo iterativo e repetido ate que o vetor x® esteja suficientemente proximo do vetor 
x (k - 1). 


Medimos a distancia entre x^ k ^ e x^ k “ D por = max f xf® - x^ k ” D | , 

I i ^ n 
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Assim, dada uma precisao e, o vetor x (k > sera escolhido como x, solugao aproxi- 
mada da solugao exata, se d w < e. 

Da mesma maneira que no teste de parada dos metodos iterativos para zeros de 
fungdes, podemos efetuar aqui o teste do erro relative: 


dj k > 


d' k > 


max | x 

1 ^ i * n 


i k) I 


Computacionalmente usamos tambem como teste de parada urn numero maxi mo 
de iterates. 


3.3.3 METODO ITERATIVO DE GAUSS- JACOBI 

A forma como o metodo de Gauss-Jacobi transforms o sistema linear Ax = b em x = Cx + g 
6 a seguinte; 

Tomamos o sistema original: 

a U x l + a 12 x 2 + • ’ • + a 1n x n - b l 

*21*1 + a 22 x 2 + • • • + a 2n X n - b 2 

v m m mu 

* * * m w 

a nl x l + a n2 x 2 + • ■ • + \n x n * •>„ 

e supondo a- •* 0, i - 1,..., n, isolamos o vetor x mediante a separagao pela diagonal, 
assim: 
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X 1 * a ^ b l a 12 X 2 ~ a 13 X 3 “ ■ - * “ a ln X n) 
d 11 

X 2 " 7“ (b 2 “ *21*1 " a 23 X 3 " ‘ " W) 




a nl X l - a n2 X 2 


a n ( n - l x n - 1^ ' 


Desta forma, temos x = Cx + g, onde 

' ® — a 12^ a ll ” a i3^ a il -a lo^ a ll ^ 


c - 


-a 21 //a 22 ® _a 23 /a 22 _a 2i/ a : 


22 


—a ,/a —a -/a -a -,/a 

nl no n2 nn n3 nn 


0 


g 


V*u ' 

b 2 /aj2 


Vv 


O metodo de Gauss-Jacobi consiste em, dado x^, aproxima^ao inicial, obter 
x^ x( k) ... atraves da relagao recursiva x< k+l} = Cx^ k > + g: 
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*f *" = ^ (b t - “ n 1 ? 1 - i u>f - 


' rfl 


X 


<* +l > = -L (b 

ft a n 


nn 





a .x 1 *’ , 
n b n - 1 to “ 1 


). 


Exemplo 10 

Resolva o si sterna linear: 

10xj + 2*2 + x 3 = 7 

h 1 1 4 " 5x^ ^ x^ _ 8 

2 xj + 3 x 2 + IOxtj = 6 


pelo m&odo de Gauss- Jacobi com = 
Oprocesso iterative e 


0.7 ^ 
- 1.6 
0.6 


e e = 0.05. 


» - £ (7 - *p - *P> - K 1 - To ** - 15 ** + To 

i X 2 k+ !1 “ 5 (“® - x i k) “ X 3 C) ) - -y x< j k) + Ox!, k) - ^ x (k) - ~ 

*? +1) - (* - - 3 ^ k) > = - Jq *V “75 4 k) + H 1 + 
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Na forma matricial x^' 1 ' 1 ^ = Cx^ + g temos 



f 0 

-2/10 

-1/10 ' 


f 7/10 > 

c - 

-1/5 

0 

-1/5 

eg- 

-8/5 


l “ 1/5 

-3/10 

0 j 


v 6/10 J 


Assim (k - 0) temos 

x^> = - 0.2x(p) - 0.1x§» + 0.7 - -0.2 (-1.6) - 0.1 x 0.6 + 0.7 

< - - 0.2xf } - 0.2 j 4°> - 1.6 = -0.2 x 0.7 - 0.2 x 0.6 - 1.6 

x^> = - 0.2x { t °> - 0.3x^ + 0-6 = -0.2 x 0.7 - 0.3 (-1.6) + 0.6 


ou 


xO) = Cx* 0i + g = 


0.96 \ 
- 1.86 
0.94 




Calculando dj 1 *, temos: 

| - xf> | = 0.26 

| - x£, 0j j = 0.26 

| - xjjP* | = 0.34 


r 


0.34 


max | x|^ | 

l=si=s3 


0.34 

1.86 


0.1828 > e 


0.96 

- 1.86 

0.94 
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Prosseguindo as iterates, temos: 
para k = 1: 


,( 2 ) 


0.978 \ 
-1.98 
0.966 


d< 2 > - f~ - 0.0606 > e 


e para k = 2: 

x <3) 


0.9994 \ 
-1.9888 
0.9984 


0.0324 nni/z’i 
d i - 19888 ' 0 0163 “ £ 


Entao, a solugao x do sistema linear acima, com erro menor que 0.05, obtida pelo 
metodo de Gauss-Jacobi, e 


r(3) 


0.9994 \ 
-1.9888 
0.9984 


Neste exemplo tomamos x^ 


0.7 ^ 


' bj/a^j ^ 

- 1.6 

m 

bj/ ^22 

0.6 j 


K b 3 /a 33 , 


. No entanto, o valor de 


iterative para a soiu^ao de um sistema linear de equates e independeme da aproximatjao 
inicial escothida. 


UM CRITERIO DE CONVERGENCE 

Daremos aqui um teorema que estabelece uma condiqao suficiente para a convergence do 
metodo iterativo de Gauss-Jacobi. 
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TEOREMA 4; (Criterio das linhas) 

n 

Seja o sistema linear Ax*be seja = (£ I a k : I yi I. Se a - m&x < 1, entao o 

j _ j l^k^n 

j *k 

metodo de Gauss- Jacobi gera uraa seqiiencia {x (l0 } convergente para a sol 115 ao do sistema 
dado, independentemente da escolha da aproxuna^ao rniciai. x <0 \ 

A demon stra^ao deste teorema pode ser encontrada na referenda [30], Capitulo 9. 

Exemplo 1 1 

Anatisando a matriz A do sistema linear do Exemplo 10, 


A = 


10 

1 

2 


2 

5 

3 


1 ^ 

1 

10 

J 


, temos 


a, - 


2+1 3 , 1 + 1 n * ^ * 2 + 3 

— = - = 0.3< l; «2 = — = M<l! ««» io“ 


= 0.5 < 1 e 


entao m£x a k - 0.5 < 1 donde, pelo criterio das linhas, temos garantia de convergence 
1 

para o metodo de Gauss-Jacobi . 


Exemplo 12 


Para o sistema linear 


x, + x 2 = 3 

x ^ ^ o metodo de Gauss-Jacobi gera uma seqiiencia 


convergente para a solu^ao exata x 


4 _ 


f 3/2 1 
[3/2J 


, (Verifique!) No entanto. o cnteno das 


linhas nao e satisfeito, visto que a, = y = 1. Isto mostra que a conditio do Teorema 4 e 
apenas suficiente. 
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Exemplo 13 


r 


A matriz A do sistema linear . 


Xj + 3x 2 + x 3 = -2 
5Xj +■ 2 x 2 + 2x 3 = 3 
6x 2 + 8x 3 = -6 


nao satisfaz o criterio das I in has 


3 + 1 
pois Qj = — — — 


4 > 1. C’ontudo, se permutarmos a primeira equagao com a segunda. 


r 

temos o sistema linear , 


5 xj + 2x 2 + 2X3 
Xj + 3x 2 + x 3 
6 x 2 + 8x3 


3 

-2 que € equivalente ao sistema original e a 
-6 


5 


matriz 


I 

0 


2 

3 

6 


2 1 
1 
8 

/ 


deste novo sistema satisfaz o criterio das linhas. 


Assim, € conveniente aplicarmos o metodo de Gauss-Jacobi a esta nova dispo- 
sigao do sistema, pois desta forma a convergence esta assegurada. 

Concluindo, sempre que o criterio das linhas nao for satisfeito, devemos tentar 
uma permutagao de linhas e/ou colunas dc forma a obtermos uma disposigao para a qual a 
matriz dos coeficientes satisfaga o criterio das linhas. No entanto, nem sempre € possivel 
obter tal disposigao, como facilmente verificamos com o sistema linear do Exemplo 12. 


3.3 4 METODO ITERATIVO DE GAUSS-SEIDEL 

Da mesma forma que no metodo de Gauss-Jacobi, no metodo de Gauss-Seidel 0 sistema 
linear Ax = b e escrito na forma equivalente x = Cx + g por separagao da diagonal. 

O processo iterativo consiste em, sendo uma aproximagao inicial. calcular 
X {1) x {2) x (k) 
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X (k+D 

A n 







Portanto, no processo iterativo de Gauss-Seidel, no momento de se calcular 
xj k + ] > usamos todos os valores x^ k + que ja foram calculados e os valores 

xj 3 ^ j . . x^ k3 restitutes. 


Exemplo 14 

Resol va o sistema linear: 

5Xj + x 2 + Xj = 5 

. 3xj + 4 x 2 + Xj - 6 

3x x + 3 x 2 + 6x 3 - 0 


pelo metodo de Gauss-Seidel com 


0 

0 

0 i 
/ 


O processo iterativo e: 

' xj k + 1 > = 1 - 0,2?4 k) - 0.24 k) 


e £ 


5 x 10“ 2 . 


x^ k + 1 > - 1.5 - 0.75xf + 1 > - 0.25x^ k > 
x^ k + 1 > = 0 - 0.5xf + *> - 0.5xi, k + 1 > . 
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Como x® 


(k-0): 


(O'] 

0 

0 

/ 


= 1 - 0 - 0 = 1 
x£> = 1.5 - 0.75 x 1 - 0 = 0.75 

= -0.5 x 1 - 0.5 X 0.75 = -0.875 


=» x<» 


1 A 

0.75 

-0.875 

J 


donde 


I xp- 1 - xp I = 1 


I _ x £» | = 0.75 
( x^ - xf I = 0.875 . 


= 


1 max Ixl^l 




1 > £ 


Assim, (k = 1 ) e 

' xP = 1 - 0.2 x 0.75 + 0.2 x 0.875 = 1.025 
. xp> = 1.5 - 0.75 x 1.025 - 0.25 x {-0.875) = 0.95 
Xp = -0,5 x 1.025 - 0.5 x 0.95 = -0.9875 


=> ^ 


r 1.025 
0.95 

-0.9875 

V 


\ 


, donde 


/ 


I xp - xp I = 0,025 


| ^2) _ ^l) , = o.20 

I xp - xp I - 0.1125 


d< 2 > = 


0.2 


mix I xp 1 1 

l ssi«3 


0.2 

1.025 


= 0.1951 > e 
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Continuando as iterates obtemos: 


/ 

x (3) = 


1.0075 \ 
0.9912 
-0.9993 


d[ 3 ) = 0.0409 < e. 


Assim, a soiugao x do sistema linear dado com erro menor que e, pelo metodo de 
Gauss-Seidel, 6 



1.0075 \ 
0.9912 . 

- 0.9993 


O esquema iterativo do m6todo de Gauss-Seidel pode ser escrito na forma matri- 
cia! da seguinte maneira: 

Inicialmente escrevemos a matriz A, dos coeficientes, como A = L + D + R, onde: 
L : matriz triangular inferior com diagonal nula; 

D : matriz diagonal com d {i * 0, i = 1,..., n; 

R : matriz triangular superior com diagonal nula. 

O modo mais simples de se escrever A nesta forma e 



f 0 

0 

0 > 


' a n 

\ 


*21 

0 

0 


a 22 


L = 

a 31 

*32 

0 

, D * 

* 




a ti2 

a ilQ j 


v 

a n« 

nn j 
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0 a 12 a 13 ... a ln \ 


R = 


0 0 *23 


0 0 0 


*2n 


Portanto, Ax = b <*> (L + D + R)x = b Dx = b - Lx - Rx <=» 

» x - D 1 b - D -1 Lx - D -1 Rx. 

No metodo de Gauss-Seidel o vetor x^ k>1J 6 calculado por: 
x (k + l) = D ~l b _ rrlLxfk+l) _ D _1 Rx <k} , 

Agora, podemos ainda escrever x< k+1 ) = Cx (k) + g, considerando que 
A = D(Lj + I + R t ) onde: 


L l " 


0 

a 21 

a 22 

“31 

*33 


a. 


nl 


DD 


0 

0 

a 32 

a 33 


a. 


n2 


tin 


0 

0 

0 


*n3 


nn 


0 \ 
0 

0 


0 


R, 


0 


0 


0 


*12 


a 


11 


0 


*13 

hi 


_ *23 

0 — 

*22 


0 


In 

a ll 

*2n 

*22 

. 0 
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entao Ax = b <*> 

D(L t + I + Rj) x = b <=> 

(Lj + I + Rj) x = D 1 b 

x = — L^x — R^x + D _1 b e o m6todo de Gauss- Seidel e 
x< k+1 > = - L lX < k+ D - Rjx^ + D> b, 

donde (I + L x ) x< k+1 > = - R t x< k ) + D^b 

ou x< k+1 > = - (I + Lj)- 1 R 1 x® + (I + L,)" 1 D _i b = Cx< k > + g 

\ / \ / 

C g 

INTERPRETAQAO GEOMETRICA NO CASO 2x2 

Consideremos a aplicagao geometrica dos metodos de Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel ao 
sistema linear: 

Xj + x 2 = 3 
Xj - 3 x 2 = -3 . 


Preparagao: 
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O esquema iterative) para Gauss-Jacobi e: 
' xpD = 3 - x!, k > 

A 

4 k+1) - | (3 + x^) 


Teremos: 






4/3 \ 
4/3 J 



O esquema iterativo para Gauss-Seidel e: 


+ 1 ) _ 3 _ X {J0 

| (3 + *?♦»>) 
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Para melhor visualizagao grafica, marcaremos no grifico os pontos (x^\ x^); 
(x^ k + x^); (x^ k + ^ x(, k+ ^), para k = 0, 1, 2 f ... 


' xf 1 


' 0 ] 


x i 1} ' 


' 3 ' 

1 

j x^ ' 

/ 

xf 

2 ) 


0 

J 


xf 

2 J 


0 

J 


xl 1 * 

2 ) 


t 41) ' 


< 3 1 


f xf > 


j 1 ' 


f ^2) > 

/ 

4 1 ) 

V ) 


2 

J 


rf> 

2 J 

= 

2 

J 

=> 

4 2 > 

2 J 



' xf > 


r 1 ] 


' *\ 3 > 1 


f 5/3 ) 


' x\ 3 > ^ 


' 5/3 ) 

, * , 


4/3 

J 


4 2) 

J J 


4/3 

V y 


2 J 


14/9 

/ 


Observamos que os pontos (x^ k+1 \ xS^) satisfazem a primeira equagao e os 
pontos (x ( | k+ x^ k+ 1J ) satisfazem a segunda equagao. 



Figura 3.11 
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Embora a ordem das equates num sistema linear nao mude a soluqao exata, as 
sequencias geradas pelos metodos de Gauss-Seidel e de Gauss-Jacobi dependem fundamen- 
talmente da disposiqao das equates. 

E £4cil verificar que a seqii£ncia x^°\ esta convergindo para a $o- 

luqao exata do sistema linear que € x* = (1.5, 1.5), tanto no metodo de Gauss-Jacobi quanto 
no de Gauss-Seidel. 

No entanto, o m6todo de Gauss-Seidel gera uma seqiiencia divergente para este 
mesmo sistema escrito da seguinte forma: 

r x x - 3 x 2 = -3 

* 

Xj + X 2 = 3 

para a qual o esquema iterativo sera: 
xf + 1 > - -3 + 3x^ 
sf + D - 3 - ip + ». 


Para x*°* = (0, 0) T teremos: 


r xf ' 


'o 1 

! =* i 

1 ' 

II 

f -3 ' 


r 1 

' 



i 

i 

z ^ 


0 


i 4” 

\ / 


0 

) 


xl 1 - 1 

2 ) 


6 

/ 


' x^ 

s 4“ 


r -3 ] 


r xf > 1 


f 15 ^ 


4 2) ' 


f 15 : 

o\ 


x?> 

2 ) 


6 

) 


, * > 


-12 

/ 


/ 
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Graficamente, comprovamos a divergencia de x* = (1.5, 1.5) T : 



Figure 3.12 


ESTUDO DA CONVERGENCE DO METODO DE GAUSS-SEIDEL 

Como em todo processo iterativo, precisamos de criterios que nos fornegam garantia de 
convergencia. 

Para o metodo de Gauss-Seidel analisaremos os seguintes ciiteiios, que estabele- 
cem condigoes suficientes de convergencia: o crit^rio de Sassenfeld e o crit6rio das linhas. 

CRITERIO DE SASSENFELD 

\ 

a solugao exata do sistema Ax = be seja: 

/ 
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x (k) = 



a k-esima aproxima^ao de x*. 





/ 


Queremos uraa condifao que nos garanta que x^ k) x* quando k — > 

que lim e[ k > = 0 para i = 1,„., n onde e[ k) = x[ k > - x*. 
k ™ 


Agora, 

e i k+1) = -r- + a 13*?° + - - - + a i„e[, k) ) 

a 


u 


4 k+1) = - T~ ( a 21 e S l+l) + a 234 k) + • • • + a 2n e ? ) ) 

*22 


ef +l> = <srf + » + w? + l) + ••• + Vo-rf-V') 


rm 


Chamemos de E< k > - max {I ep^ I } e sejam 


D 

P 1 = ^ 1 ! / 1 a n t e para i - 2, 3, . . . , n 

j = 2 

i - i n 

Pi - cX Pj «“u 1 + X *«ij 1 1/ 1 a u i - 

j=l j-i+l 


», ou seja, 


(4) 
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Note que a condiqao x^ -* x* equivale a -* 0 quando k — * 

Mostremos por indugao que E^ k+1J =£ fJE^ onde p = max fy. 

1 =£ i =£ n 


Para i - 1, temos 


; (k + 1) | 


a 


ll 1 


(I a u 1 1 e^ k) I + |a 13 ||e^f 


f a i D 1 1 e L k) i ) 


* T~1 (I ®i 2 l + I aj +.» + j aj ) max {|e.^>|} 
l a lll l*£j*£n J 

v ^ 

-Pi 

Entao, | e^ k + ^ | ^ fij max { | ej k ) ] } *£ p max { | e| k ^ | } . 

1 . j o 1 l « j ^ o J 


Suponhamos por indugao que: 
|e^ k+1) | =£ p 2 max { |e| k >j > 

1 ^ j ^ n 

j e ^k + l) j ^ max { | ej k ^ | } 
1 j *= o 


I eflV 5 1 ^ Pi * i max {Je{ k) |} i ^ n 

l^j^n 

e mostraremos que f e[ k + 11 1 =£ max { | ej k * | } . 

l =s j ^ n 


Mas, 

l«i ktl| i s jlTj ( l a ill l<=r»l + I a i2 1 I'?* 1 ’! + ■■■ + I a,,,-] I l e £i + 11 1 ) + 
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e usando a hipotese de induqao: 



1 


hi I 


(l a il l^t +l a i2lP2 + ”' + l a ii-l!^i-l + l a ii + ll + 


■■ + I a i n I m5x{ep>} 
I ^ j sg o 


fii 


ou seja, 

| ep + ^ | *£ Pj max { | ep^ | } *£ P max { | ep) (} V i, 1 ^ i « n. 
1 j n l^j^D 


Poitanto, 

max { | ep + ^ | } = E< k + p max { | ep* | } = p E®. (5) 

I ^ i ^ n 


Assim, basta que P < 1 para que tenhamos E^ k+1> < E®. Alem disso, de (5) temos 
E® ^ pE(k-i) ^ p(pE^ k-2 ^) ^ ... ^ p k E® e desde que p seja menor que 1, entao, 
E® -* 0 quando k -» q° e, o que 6 importante, mdependentemente da aproximagao inicial 
escolhida. 


Com isto estabelecemos o criterio de Sassenfeld: 


Sejam p-j 


I a 12 \ + I a i3 1 + • • ■ + i a in I 

i a ill 


e p s 


I a jl I Pi + I ^2 I ^2 + ■ • • + I ^-l 1 Pj-1 + I ^+1 I + • • • + 1 

hi 


Seja p = max {P-}. 

I ^ j ^ n 


Se p < 1, entao o metodo de Gauss-Seidel gera uma sequencia convergente 
qualquer que seja x®. 


Alem disto, quanto menor for p, mais rapida sera a oonvergencia. 
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Exemplo 15 

a) Seja o sistema linear 

Xj O.Sx^ - 0.1x 3 + 0.1x 4 = 0.2 

0.2xj x 2 - 0.2 x 3 - 0.1x 4 = -2.6 

1 -O.lxj - 0.2x2 + x 3 + 0.2 x 4 - 1.0 

O.lxj + 0.3x2 + ^-2*3 + x 4 = -2.5 

L 

Para este sistema linear com esta disposigao de linhas e colunas, temos 

pj 3 [0.5 + 0.1 +0.1 J/l =0.7 

P 2 = [(0.2)(0.7) + 0.2 + 0.1J/1 = 0.44 

P 3 = [(0.1X0.7) + (0.2)(0.44) + 0.2]/l = 0.358 

P 4 = [(0.1)(0.7) + (0.3X0.44) + (0.2)(0.358)]/1= 0.2736. 

Portanto, p = max {p|} = 0.7 < 1 e entao temos a garantia de que o mdtodo de 
1 *£ i *£ n 

Gauss-Seidel vai gerar uma seqiiencia convergente. 

b) Seja agora o sistema linear 
2x l + x 2 + 3 x 3 = 9 

„ - X 2 + X 3 = 1 

+ 3x 3 ® 3 

com esta disposigao de linhas e colunas, temos 
pj = (1 + 3)/2 = 2 > 1!! 

Trocando a equagao pela 3 s , temos 

Xj + 3 x 3 - 3 
, - x 2 + x 3 = 1 

2xj + x 2 + 3 x 3 - 9 
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donde ^ = (0 + 3)/l = 3 » 1!! 

A partir desta disposigao. trocando a l 5 coluna pel a 3 e , tcmos 

3x 3 + Xj = 3 

*3 “ x 2 = 1 

3x 3 + x 2 + 2x x » 9 . 


Desta forma, 

Pj * 1/3 

p 2 = [(l)(l/3) + 0]/1 = 1/3 
§ 3 = [(3X1/3) + (l)(l/3)]/2 = 2/3. 

Portanto, {5 = max {p ; } = 2/3 < 1; entao vale o criterio de Sassenfeld e temos 
i ^ i 3 

garantia de convergencia. 

c) Considerando agora o exemplo usado na interpretagao geometrica do metodo 
de Gauss-Seidel, verificamos que o criterio de Sassenfeld e apenas suficiente, 
pois para 

Xj + x, = 3 
Xj “ 3x 2 = -3, 

vimos que o mdtodo de Gauss-Seidel gera uma seqiiencia convergente e, no 
entanto, 

pj « 1/1 - 1 e 
p 2 - [1 x l]/3 - 1/3 

e, portanto, o criterio de Sassenfeld nao € satisfeito. 
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CRITERIO DAS LINHAS 

0 criterio das linhas estudado no metodo de Gauss-Jacobi pode ser aplicado no estudo da 
convergencia do metodo de Gauss-Seidel. 

O criterio das linhas diz que sea * m^x {a k } < 1, onde 

1 k n 

n 

a k - <2 i a kj I > / 1 a kk I 
j-i 
J-k 

entao o metodo de Gauss-Seidel gera uma sequencia convergente. 

A prova da convergencia consiste em verificar que se o criterio das linhas for 
satisfeito, automaticamente o criterio de Sassenfeld e satisfeito: 

Pi = (I a 12 1 + | a 13 1 +... + | a t J ) t\ aj = ot L < 1 

e, para i = 2, k-1, super por induqao que Pj ** < 1- 

Entao, 

Pk = (Pll a k}l + + Pk-ll a k,k-ll + I a k,k+lJ + 1 M a kk I < ( I a kl I + *** + 

+ I a k,k-ll + I a k, k+tl + - + I a kJ V a kkJ = a k‘ 

Assim, pj cq, i = 1,.„, n. 

Entao, a f < 1 implica que Pj < 1, i = 1,,.., n, ou seja, o criterio de Sassenfeld e 

satisfeito. 

Observamos, no entanto, que o criterio de Sassenfeld pode ser satisfeito mesmo 
que o criterio das linhas nao o seja. 

Exemplo 16 

Seja o sistema linear: 

3xj + x 3 - 3 

H Xi - x 2 =1 

3xj + x 2 + 2 x 3 » 9. 
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Temos 


a l * h “ 3 < 1 e 

a 2 — y - 1; entao o criterio das linhas nao 6 satisfeito. 


No entanto. 





1 


e 



1 . 


Port an to, o criterio de Sassenfeld e satisfeito. 


3.4 COMPARAQAO ENTRE OS METODOS 


a) Convergencia 

Conforme vimos, os metodos diretos sao processes finitos e, portanto, teorica- 
raente, obtem a solucao de qualquer sistema nao singular de equagoes. Ja os metodos 
iterativos tern convergencia assegurada apenas sob determinadas condigoes. 


b ) Esparsidade da matriz A 

Inumeros sistemas lineares, que surgem de problemas praticos como discretizagao 
de equagoes diferenciais por metodo dos elementos finitos ou metodo de diferenqas finitas 
e descrigao de redes de potencia, sao de grande porte com matriz dos coeficientes esparsa. 
Para estes casos, sao adotados esquemas especiais para armazenamento da matriz A, que 
tiram proveito de sua esparsidade. 
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Os metodos diretos quando aplicados a sistemas esparsos provocam preenchimen- 
tos na matriz A, isto e, durante o processo de eliminagao poderao surgir elementos nao 
nulos em posigoes a S| que original me nte eram nulas. Para exemplificar, considere a matriz 
A representada simbolicamente, sendo x a representagao de um elemento nao nulo: 


( x x 0 x x 0 

, x 0 x 0 0 x 

0 x x x 0 x 

0 0 x x x 0 

x 0 0 0 x x 

0 x 0 0 0 x 

x 0 x 0 0 x 

^ x 0 0 x 0 0 


X X \ 

0 x 
x 0 
x 0 
0 0 
x 0 
x x 
x 0 


Apos a l a etapa do processo de eliminagao teremos: 


f K 

X 

0 

X 

X 

0 

X 

x\ 

X 

m 

X 

* 

* 

X 

* 

X 

0 

X 

X 

X 

0 

X 

X 

0 

0 

0 

X 

X 

X 

0 

X 

0 

X 

* 

0 

* 

X 

X 

* 

* 

0 

X 

0 

0 

0 

X 

X 

0 

X 

* 

X 

* 

* 

X 

X 

X 

X 

* 

0 

X 

# 

0 

X 

* 

/ 


onde * representa o elemento 
nao nulo que preencheu uma 
posigao origins linen te nula. 


Portanto, se a matriz A for esparsa e de grande porte, uma desvantagem dos 
metodos diretos para a resolugao do sistema linear Ax = b e o preenchimento na matriz, 
exigindo tecnicas especiais para escolha do pivo para reduzir este preenchimento. Pode-se 
conseguir boas implementagoes para a fatoragao LU, empregando-se tecnicas de esparsida- 
de, contudo existem situagoes nas quais pode ser impossivel apticar um metodo direto, dai 
a alternativa sao os metodos iterativos que tem como principal vantagem nao alterar a 
estrutura da matriz A dos coeficientes. 


c) Erros de arredondamento 

Vim os que os metodo diretos apresentam serios problemas com erros de arredon- 
damento, Uma forma de amenizar esses problemas e adotar tecnicas de pivoteamento. Os 
metodos iterativos tem menos erros de arredondamento, visto que a convergence, uma vez 
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assegurada, independe da aproximagao initial. Desta forma, somente os erros cometidos na 
ultima iteragao afetam a solugao, pois os erros cometidos nas iteragoes anteriores nao 
levarao a divergencia do processo nem a convergence a um outro vetor que nao a solugao. 


3.5 EXEMPLOS FINAIS 

Exemplo 17 

Retomando o Exempio 1 da Introdugao, com a - sen(45°) = V2/2, resolvemos o sistema 
linear resultante pelo mtiodo da Eliminagao de Gauss com pivoteamento parciai. Obtive- 
mos o vetor solugao: 

(-29.247105, 19, 10, -28, 13.853892, 19, 0, -28, 9.235928, 22, 0, -16, 
-9.235928, 22, 16, -24.629141, 16) T . 

Permutando algumas linhas de forma que os elemenlos da diagonal principal 
fossem nao nulos, conseguimos o esquema iterativo do metodo de Gauss-Seidel. No entan- 
to, a seqiienda gerada divergiu da solugao. 


Exemplo Id 

Seja o sistema Linear 


‘ 2 

1 

7 

4 

-3 

-1 

4 

4 

7 

0 ' 


' X 1 


■ 86 1 

4 

2 

2 

3 

-2 

0 

3 

3 

4 

1 


X 2 


45 

3 

4 

4 

2 

1 

-2 

2 

1 

9 

-3 


x 3 


52.5 

9 

3 

5 

1 

0 

5 

6 

-5 

-3 

4 


X 4 


108 

2 

0 

7 

0 

-5 

7 

1 

0 

1 

6 


x 5 


66.5 

1 

9 

8 

0 

3 

9 

9 

0 

0 

5 


X 6 


90.5 

4 

1 

9 

0 

4 

3 

7 

-4 

1 

3 


x 7 


139 

6 

3 

1 

1 

6 

8 

3 

3 

0 

2 


x 8 


61 

6 

5 

0 

-7 

7 

-7 

6 

2 

-6 

1 




-43.5 

1 

6 

3 

4 

8 

3 

-5 

0 

-6 

0 


X 10 


31 
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A solugao obtida pelo metodo da Eliminagao de Gauss com pivoteamento parcial 
foi: 

x = (3, -4.5, 7, 8, 3.5, 2, 4, -3.5, 2, 1.5) T . 

Tambem para este exemplo, trocando apenas a nona equagao com a decima, nao 
conseguimos uma seqiiencia convergente para o metodo de Gauss-Seidel. 


Exemplo 19 







Seja o sistema 

linear 







' 4 

-1 

0 

-1 

0 

0 

0 


-1 

4 

-1 

0 

-1 

0 

0 


0 

-1 

4 

0 

0 

-1 

0 


-1 

0 

0 

4 

-1 

0 

0 


0 

-1 

0 

-1 

4 

-1 

-1 


0 

0 

-1 

0 

-1 

4 

0 


0 

0 

0 

0 

-1 

0 

4 


0 

0 

0 

0 

0 

-1 

-1 


0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 


0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 


0 0 0' 


x i 


' -no ' 

0 0 0 


x 2 


-30 ; 

0 0 0 


x 3 


-40 

0 0 0 


x 4 


-no 

0 0 0 1 


; x s 


0 

-10 0 


X 6 

m 

-15 

-10 0 


; x 7 


-90 

4-10 


X 8 


-25 

-1 4 -1 


% 


-55 

0 -I 4 


X 10 


-65 


Resolvendo pelo metodo da Eliminagao de Gauss, com estrategia de pivoteamento 
parcial, obtivemos o seguinte vetor solugao: 

x = (-48.646412, -35.4947917, -25.6157408, -49.0908565, -37.7170139, 

-26.9681713, -39.3142361, -29.5399306, -26.8773148, -22.9693287) T . 

Aplicatido o metodo de Gauss-Seidel com o esquema iterativo montado a partir da 
disposigao original das equagoes, com x^ = (20, 20) T e e - 10“ 7 , obtivemos o mesmo 
vetor x ap6s 28 iteragoes. 
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EXERCICIOS 

1. Escreva um algoritmo para a resolugao de um sistema linear triangular inferior. 

2. Verifique que o “custo” a numero de operagdes efetuadas para resolver um sistema 
linear triangular inferior e o mesmo que para multiplicar uma matriz triangular por um 
vet or, 

3. Verifique que o ntimero de operagoes necessarias no metodo da Eliminagao de Gauss, 

sem pivoteamento parcial, € ~ * na fase de triangularizagao da matriz A, 

J 4 v 

e n 2 , na fase da resolugao do sistema triangular superior, Estao sendo contadas as 
operagoes de divisao, multiplicagao e soma. 

n - 1 

... v ,? (n - 1) n(2n - 1) , 

(Lembramos que ^ k - — ■) 

k-l 

4. Seja Ax = b um sistema n x n com matriz tridiagonal (a^ = 0 se |i - j| > 1). 

a) Escreva um algoritmo para resolver Ax = b atraves da Eliminagao de Gauss com 
estratdgia de pivoteamento parcial de modo que a estrutura especial da matriz A 
seja explorada. 

b) Compare o “custo” de resolve-lo por Eliminagao de Gauss via algoritmo tradi- 
tional, com o de resolve-lo pelo algoritmo do item (a), 

c) Teste seus resultados com o sistema: 

2*i - *2 " 1 

■ ~ x i-i + 2x i - *i+i - 0, 2 « i « (n * 1) 

“ x n-l + 2x n = 0 

para n ~ 10. 

5. Resolva o sistema linear abaixo utilizando o metodo da Eliminagao de Gauss: 

2x 1 + 2 x 2 + x 3 + x 4 - 7 

Xj - x 2 + 2 x 3 - x 4 - 1 

3xj + 2xj - 3 x 3 - 2x 4 = 4 

4x^ + 3*2 + 2x 3 + x 4 = 12 
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6. Anaiise os sistemas lineares abaixo com rela^ao ao numero de soluqoes, usando o 
metodo da Elimina^ao de Gauss (trabalhe com ties casas decimals): 


«) 


3x t - 2 x 2 + 5x 3 + x 4 = 7 

- 6 xj + 4 x 2 - 8 x 3 + x 4 * -9 

9xj - 6 x 2 + 19x 3 + x 4 = 23 

6 Xj - 4 x 2 - 6 X 3 + I5x 4 = 11 




0,252xj + 0.36x 2 + 0 . 12 x 3 = ? 

0.1 12x^ + 0.1 6x 2 + 0.24x3 = 8 

0,147xj + 0.21x 2 + 0 . 25 x 3 = ^ 


7. O cdlculo do determinate de matrizes quadradas pode ser feito usando 0 metodo da 
Elimina^ao de Gauss. 

a) Deduza o metodo. 

b) Aplique-o no cdlculo do determmante das matrizes dos sistemas dos Exercicios 
5 e 6. 

c) Inclua o calculo do determinate da matriz A do sistema linear Ax = b no algoritmo 
do metodo da Eliminagao de Gauss. 

8. Demonstre que, se no inicio da etapa k do metodo da Eliminaqao de Gauss tivermos 

ajjf 1 * - a [k+ljk ■ • - ■ “ 11 = entao det(A) = 0 e conseqiientemente A nao e 

inversivel. e o elemento da posiqao ij no inicio da etapa k.) 

9. Podemos encontrar a fatoraqao LU de A diretamente, usando simplesmente a definiqao 
de produto de matrizes. Esquemas deste tipo sao conhecidos como esquemas compac- 
tos, e o equivalente a fatora^ao A = LG com L triangular inferior com diagonal unitaria 
e U triangular superior e chamado de reduqao de Doolittle. 

Supondo que a fatoraqao LU de A seja possivel, de uma forma unica, 

a) multiplique a primeira linha de L pela j-esima coluna de U e iguale a a^. Verifique 
que desta forma obtem-se o elemento u^; 

b) repita o item (a), multiplicando agora a i-esima linha de L pela primeira coluna 
de U, e igualando a a iL sera possivel obter 1^; 
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c) use o mesmo raciocmio de (a) e (f>) para deduzir que, se as (k - 1) primeiras linhas 
de U e colunas de L ja foram determinadas, entao 


k“ l 


u kj ~ a kj ~ 2 W'Snj* j - + *)’ ••• ’ n 

m - I 


k- 1 


a ik 2 ^ ra Un *k 

m - 1 


/ u kk , i (k + Qj 


d ) explique por que, se A 6 nao singular, entao U tambem o sera, donde u kk * 0, 
k as n; 

e) escreva um algoritmo para a fatoraqao LU de A usando a redugao de Doolittle; 

f) teste seu algoritmo, fatorando A e entao resolvendo o sistema abaixo, sendo 


f 2 

3 

1 

5 ' 


f 11 1 

1 

3.5 

1 

7.5 


13 

1.4 

2.7 

5.5 

12 

e b = ' 

21.6 

-2 

1 

3 

28 


30 




> 

\ / 


10. Calcule a fatoragao LU de A, se possfvel: 


A = 


1 

2 

3 


1 1 > 

1 -1 

2 0 

/ 


11. a) Mostre que resolver AX = B, onde A e matrix n x n, X e B sao matrizes n x m, e 
o mesmo que resolver m sistemas do tipo Ax = b, onde A e matriz n x n, x e b, 
vetores nxl, 

b ) Usando o item (a), verifique que A -1 pode ser obtida atraves de resolugao de n 
sistemas lineares. 

c) Entre o raetodo da Eliminagao de Gauss e a fatoragao LU, qual o mais mdicado 
para o catculo de A -1 ? 
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d) Aplique o metodo escolhido no item (c) para obter a inversa da matriz 


4 

-1 

0 

-1 

0 

m 

-1 

4 

-1 

0 

-1 

0 

0 

-1 

4 

0 

0 

-1 

-1 

0 

0 

4 

-1 

0 

0 

-1 

0 

-1 

4 

-i 

0 

0 

-1 

0 

-1 

4 J 


12. Mostre que, se A e matriz nao singular e A - LU, entao A = LDU, onde D i matriz 
diagonal e U matriz triangular superior com diagonal unitaria. 

13. Se A - LDU, como fica a resolugao de Ax = b? 

14. Escreva um algoritmo para o metodo da Eliminagao de Gauss, usando estrategia de 
pivoteamento parcial. 

15. Seja resolver o sistema linear Ax - b pelo metodo da Eliminagao de Gauss, com 
eslrat£gia de pivoteamento parcial: 

se M = max {| a-jj } 1 *£ i, j n, prove que, apds o primeiro estagio, | aj^ | ^ 2M. 


16. a) Resolva os itens (6) e (c) do Exerdcio 11, considerando a estrategia de pivotea- 
mento parcial. 

b) Use os resultados de (a) para encontrar a inversa da matriz 



12 3 \ 

4 16 


17. Trabalhando com arredondamento para dois digitos significativos em todas as operates, 
resolva o sistema linear abaixo pelo metodo da Eliminagao de Gauss, sem e com 
pivoteamento parcial. Discuta seus resultados: 


16xj + 5x 2 = 21 

1 3x, + 2.5x 2 = 5.5 

Refaga o exercicio usando truncamento para dois digitos significativos. 


1 8. Trabalhando com quatro digitos significativos, resolva os sistemas lineares a seguir (ou 
detecte que nao ha solugao). Use pivoteamento parcial. Estabelega um criterio para 
decidir se numeros pequenos em lugares importantes sao considerados como zero ou 
nao. Confira a solugao obtida: 
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a) 


1.12a + 6b - 1.3 


2.21a + 12b = 2.6 


b) 


1.12a + 6b - 1.3 


2.24a + 12b = 3 . 


19. Justifique se for verdadeira ou de contra-exemplo se for falsa a afirmagao: 

“Dada uma matriz A, n x n, sua fatoragao LU, obtida com estrategia de pivoteamento 
parcial, 6 tal que todos os elementos da matriz L tem modulo menor ou igual a l”. 

20. O vetor p que armazena a infonnagao sobre as permutagoes realizadas durante a fato- 
ragao LU pode ser construido como p(k) = i, se na etapa k a linha i da matriz for 

escolhida como a linha pivotal. Desta forma, o vetor tera dimensao (n -1) x 1. Para o 
Exemplo 7, tenamos p = (3, 3) T ; a dimensao de p e (n — 1) x 1, uma vez que sao 
realizados (n - 1) etapas. Esta forma para o vetor p € mais eficiente em implementagoes 
computacionais porque na fase da resolugao dos sistemas triangulares o vetor Pb pode 
ser armazenado sobre o vetor b original. 

Reescreva o algoritmo para a resolugao de Ax = b atrav^s da fatoragao LU com 
estrategia de pivoteamento parcial, usando o vetor p conforme descrito acima. 

21. Prove que se B e matriz m x n, m 5= n com posto completo, entao a matriz C= B T B e 
simetrica, definida positiva. 

22. Em cada caso: 

a ) verifique se o criterio de Sassenfeld 6 satisfeito; 

b) resol va por Gauss-Seidel, se possivel: 



' 10 

1 

1 > 


f 12 ' 

A = 

l 

10 

1 

; b = 

12 


1 

1 

10 

} 


12 

/ 


4-1 0 0 1 


i \ 

-1 4 -1 0 

; b * 

i 

0-1 4-1 

j m 

i 

0 0-14 


i 

/ 
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23. a) Usando o criterio de Sassenfeld, verifique para que valores positives de k se tern 

garantia de que o metodo de Gauss-Seidel vai gerar uma seqiiencia convergente para a 
solugao do sistema: 

kX| + 3x 2 + x 3 = 1 
. kx ( + 6x 2 + x 3 =2 
Xj + 6x 2 + 7x 3 - 3 

b ) Escolha o manor valor inteiro e positivo para k e faga duas iterances do metodo de 
Gauss- Seidel para o sistema obtido. 

c) Comente o erro cometido no item {b). 

24. a) Considers o sistema linear 


r 1 2 1 > 


X 'l 

X I 


r 3 > 

2 3 1 


x 2 

= 

5 

3 5 2 


x 3 


1 

J 


l J 


l / 


Verifique, usando eliminagao gaussiana, que este sistema nao tern solugao. Qual serfi o 
comport amento do metodo de Gauss-Seidel? 

b) Atravds de um sistema 2 x 2, de uma mterpretagao geomdtrica do que ocorre com 
Gauss-Seidel quando o sistema nao tem solugao e quando ex is tem infinitas solugoes. 

25. a) Aplique anal idea e graficamente os metodos de Gauss -Jacobi e Gauss-Seidel no sis- 
tema: 

2xj + 5 x 2 - -3 
i 3x ( +- x 2 = 2 

b) Repita o item (a) para o sistema obtido permuiando as equagoes. 

c) Analise seus resultados. 
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26. Vertfique que, se lim x (k i = a, onde xG +1 * = Cx® + g, entao a e solucao de x = Cx + g. 

k —* 00 

27. Prove que, no metodo de Gauss-Seidel, vale a relagao: 

e ? +1> = ^ (aiz^ + «i„4 k) ) 

e § 1+1) - ~ (“21 e i k+1) + *23^ + ■ ■■ + a 2 n e S, k) ) 

» 

e ” k+1) = i M k+1) + a " 2e?+1) + + w»4 k+ i i) ) 


28. a) Um possfvet teste de parada para um metodo iterativo e testar se - b esta proximo 
de zero, quando entao xdd sera escolhido como aproximaqao da solucao x* do 
sistema. Como realizar eomputacionalmente este teste? 

b) Compare o “custo” computacional de usar o teste acima com o “custo” do teste 
(x^k +1 ) - x*k>) estar prdximo de zero. 


29. Considere o sistema linear cuja matriz dos coeficientes e a matriz esparsa 


1 

1 

-1 

2 

-1 ^ 


2 

2 

0 

0 

0 

0 


2 

0 

2 

0 

0 

0 

e b = 

2 

4 

0 

0 

16 

0 


20 

1 ° 

0 

4 

0 

0 J 


4 J 


a ) Ache a solugao por inspegao. 

b) Faga mudangas de linhas na matriz original para facilitar a aplicagao do metodo da 
Eliminagao de Gauss. O que voce pode concluir, de uma maneira geral? 

c) Aplique o metodo de Gauss-Seidel ao sistema. Comente seu desempenho. 

d) Faga uma comparagao da utilizagao de metodos diretos e iterativos na resolugao de 
sistemas lineares esparsos. 
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30. Ao resolver um sis tenia linear Ax - b por um metodo diieto. varios problemas podem 
implicar a obtengao de uma solugao, x Q , apenas aproximada, para x. Chamamos 
r 0 = Axq -bo residuo associado a x Q . Note que r 0 = AXq - b = Ax 0 - Ax = A(Xg - x) = Az. 
Se Az = r 0 fosse resolvido sem erro, entao x = x 0 - z seria a solugao do sistema: este 
nao e o caso, mas esta observagao pode ser usada como base para um esquema iterativo 
para “refinamento” de solugoes aproximadas. 

E razoavel supormos que x 1 = x Q - z (z, solugao aproximada de Az = r Q ) seja uma 
“solugao” de Ax = b, melhor do que x^. Com construimos um novo residuo Tj = Ax } - b 
e continuamos o processo. Na realidade, podemos continua-lo tantas vezes quanto 
quisermos. o que nos fornece o seguinte 

Algoritmo: ( Refinamento iterativo) 

Seja r uma solugao (aproximada) para Ax = b, obtida por algum metodo direto, e >0 e 
itmax o numero maximo de iteragoes permitido. 

Para i = I, 2, .... itmax 

r = Ax — b 

z : solugao de Az = r 

X = X - z 

se max | zj / max | xj < e, fim. A solugao e x. Se i > itmax, envie mensagem de 
Ki=Sn 1 i n 

nao convergence em itmax iteragoes. 

a) Justifique por que devemos usar fatoragao LU neste caso para resolver os sistemas 
envolvidos. 

b) Neste caso, nao devemos sobrepor L e U em A. Justifique. 


31. Para cada um dos sistemas lineares a seguir, analise a existencia ou nao de solugao, 
bem como unicidade de solugao, no caso de haver existencia. 

4m - 2k = 8 
5m + k = 20 


a) 3x + 2y = 7 


b) 
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1 4x5 + 2x 2 ~ 3x 3 = 4 
6xj + 3 x 2 - 4x 3 * 6 


d) 6x + 4y - 3z + w = 10 


e) 


3Xj - x 2 + 4x 3 
6 xj - 2x 2 + 5x 3 


6 

8 


f) 


3x - 2y + z ~ 8 
x - 3y + 4z = 6 
9x + 4y - 5z = 11 


g) 


2x - y + 3z = 8 

x - 5y + z * — 1 

4x - lly + 5z = 6 


h) 


x 

6x 

7x 


3y + z= 1 
18y + 4z = 2 
21y + 5z - 3 


i ) 


x - 3y + z * 1 
6x - 18y + 4z = 2 
-x + 3y - z - 4 


6u - 

3v = 

6 

3u - 

1.5v = 

3 

2u - 

v = 

8 

8u - 

4v = 

1.7 


*) 


4a + 5b + 7c = 1 
-a - b - c * 2 
3a + 4b + 6c = 3 
-a + b + 7c - -11 
2a + 5b + 13c * -8 


32. Invente um sistema linear com 6 equates e 4 variaveis sem solugao, outro com 
solugao unica e outro com infinitas soluqdes, Justifique cada caso. 


33. Resolva os sistemas lineares abaixo usando a fatoragao de Cholesky: 


16x t + 4x 2 + 8x3 + 4x 4 » 32 

4x 1 + 10x 2 + 8 x 3 + 4x 4 “ 26 

8x 1 + Sx 2 + 12x 3 + 10x 4 - 38 

4xj + 4x 2 + 10x 3 + 12x 4 * 30 


b) . 


20 Xj + 7x 2 + 9x 3 
7x 1 + 30x 2 + 8x3 
9xj + 8 x 2 + 30x 3 


16 

38 

38 


«) 
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34. Seja A = ? ^ 

a ) obtenha o fator de Cholesky de A; 

b) encontre 3 outras matrizes triangulares inferiores R, tais que A = RR T . 

35. Prove que se A: n x n e simetrica definida positiva emao A -1 existe e e simetrica definida 
posit iva. 

36. Dizemos que A: n x n d uni a matriz banda com amplitude q se a- = 0 quando 
1 i - j I > q. 

Escreva um algontmo para obter a fatora^ao de Cholesky de uma matriz banda q, 
simetrica, definida positiva, tirando proveito de sua estrutura. 


PROJETO 

a) Compare as solugoes dos sistemas lineares 

|x- y = i J x - y = 1 

j x - 1.00001 y = 0 | x - 0,99999 y = 0 

Fatos como este ocorrem quando a matriz A do sistema est£ prdxima de uma matriz 
singular e entao o sistema € mat condicionado . 

Dizemos que um sistema linear 6 bent condicionado se pequenas mudan^as nos coefi- 
cientes e/ou nos termos independentes acarretarem pequenas mudan^as na solu^ao do 
sistema. Caso contrdrio, o sistema € dito mal condicionado. 

Embora saibamos que uma matriz A pertence ao conjunto das matrizes nao inversfveis 
se, e somente se, det(A) = 0, o fato de uma matriz A ter det(A) =■ 0 nao implica 
necessaiiamente que o sistema linear que tem A por matriz de coeficientes seja mal- 
condicionado. 

O numero de condigao de A, eond(A) = II A II II A"*ll, onde II . II e uma norma 

de matrizes [14], e uma medida precisa do bom ou mau condicionamento do 

sistema que tem A por matriz de coeficientes, pois demonsEra-se que 

1 . [II A - B II ^ 1 

= min^ — ,, . „ — tais que B e nao inversfvel f . 

cond(A) [ II A II 
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b) As matrizes de Hilbert, H n , onde 

h;; , 1 i, j *£ n sao exemplos classicos de matrizes mal condi- 

s i + J ~ 1 

cionadas. 

(b.l) - Use pacotes computacionais, que estimam ou calculam cond(A), para veriftcar 
que quanto maior for n, mais mal condicionada e H n . 

(b.2) - Resolva os sistemas H n x = b n , n - 3, 4, 5, 10, onde b n 6 o vetor cuja i-esima 

componente € 


n 





( b.3 ) - Analise seus resultados. 


% 

Makron 

Books 


CAPlTULO 



INTRODUpAO A RESOLUQAO DE 
SISTEMAS NAO LINEARES 


4.1 INTRODUQAO 


No processo tie resolugao de um problema pratico, e freqiiente a necessidade de se obter a 
sohiqao de um sistema de equagdes nao lineares. 

Dada uma fungao nao linear F: D C R n —*■ R a , F = (f p f n ) T , o objeiivo e 
encontrar as solugoes para: 


F(x) = 0 


ou, equivalentemente: 

f 2 (Xj , % , . - . , xj - 0 

- * ( 1 ) 
f a , X 2 x R ) » 0 
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Exemplo 1 

f| (x 1 , x 2 ) * X| + x% - 2 = 0 

x 2 

f 2 (Xj , x 2 ) - xf - — - 1 = 0 



Este sistema nao linear admite 4 solugoes, que sao os pontos onde as curvas 

xl 

x i + x 2 = 2 e xj - — = 1 se interceptam. 


Exemplo 2 


fj (Xj , X 2 ) = xj - X 2 - 0.2 - 0 


x^ - x 1 + 1 = 0 


f 2 (Xj , X2) 
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Figure 4.2 


Este sistema nao tem solugao, ou seja, nao existem pontos onde as curvas 
~ x 2 = 0.2 e ~ Xj = - 1 se interceptem. 


U samos a seguinte notagao: 



f X ' 



' f,w ' 


x 2 



f 2 (x) 

X = 

x n 

k J 

e 

F(x) = 

f „(x) 

^ J 


( 2 ) 


Cada fungao f(x) e uma fungao nao Linear em x,^: R n — » R t i s l,.. rl a, e portanto 
F(x) e uma fungao nao linear em x, F: R n — » R n . 

No caso de sistemas lineares, F(x) - Ax - b, onde A e R n x n . 

Estamos supondo que F(x) esta defmida num conjunto aberto D c R n e que tem 
derivadas contmuas nesse conjunto. Ainda mats, supomos que existe pelo menos um ponto 
x* e D, tal que F(x*) - 0. 
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O vetor das derivadas parciais da fungao fj (Xj, x 2 , x n ) e denominado vetor 
gradients de f (x) e sera denotado por Vf ( (x), i = 1,..., n: 


Vf,(x) . 


af;(x) ay*) 

, — 

dx | 


dtp) \ 


dx. 


(3) 


A matriz das derivadas parciais de F(x) € chamada matriz Jacobiana e serfi deno- 
tada por J(x): 


Vf,(x) 

i 


J(x) - 


,T \ 


Vf ? {x) T 


Vf n W 1 


dfj(x) 

df T (x) 

af t (x) 

flXj 

6 x 2 

dX n 

af 2 (x) 

dfjtx) 

dtp) 

dXj 

dx 2 

P 

ax n 

af„(*) 

9 

af n(*> 

a V*> 

dXj 

dx 2 

dX T, 


(4) 


Exemplo 3 

Para o sistema nao linear 


F(x) - 


x^ - SxjXj + 1 

3x^x 2 “ x 2 ■ ^ 


a matriz Jacobiana correspondente ser4: 

f 3x| - 3X2 ~ ^ X 1 X 2 1 


J{x) 


6x l x 2 


- 3x\ 
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Exemplo 4 (Tridlagonal de Broyden (24)) 


F(x) = 




f|(x) — -2xj + 3x, — + 1 

f L (x) = -2x? + 3Xj - x._, - 2x ]+1 + 1, 
f n (x) = -2xJ + 3x n - Vl 


2 « i < (n - 1) 


e a matriz Jacobiana correspondente e: 

r ~4x, +3 ~2 

—4X2 ^ ^ 


)(x) = 


0 

-2 


0 0 \ 

o 0 




0 


0 0 


-1 


~ 4 *n + 3 


Os m&todos para resolu^ao de sistemas nao lineares sao iterativos, isto 6, a partir de 
um ponto inicial x^, geram uma seqik^ncia {x <k) } de vetores e, na situa$ao de convergence: 

lim x ( ^ = x* 
k — ¥ » 

onde x* £ uma das solufoes do sistema nao linear. 

Em qualquer metodo iterative, e preciso estabeleeer critenos de parada para se aceitar 
um ponto x® como aproxima^ao para a solu^ao exata x* ou para se detec tar a divergencia do 
processo. 

Uma vez que na solu^&o exata x* temos F(x*) ~ 0, um crit6rio de parada consiste em 
verificar se todas as componentes de F(x (i< *) lem mddulo pequeno. 

Como F(x^ £ um vetor do R n , verificamos se II F (x k ) II < e onde II . II 6 uma norma 
de vetores [14}. 
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Em testes computacionais, e comum usarmos a norma infinite: 
para v E lR n , 


!l v L = max I ^ | 

1 *£ i ^ n 


Outro criterio de parada e verificar se || x^ k+1 * — x^ [j esta proximo de zero, isto 
e, x <lt+1 ^ € escolhido como aproximagao para x* se, por exempio: 

||* (ktl) - * (k) IL < e. 

Para se detectar a divergencia e interromper o processo de cilculos, usamos o 
teste com urn numero maxima de iteragoes. Pode-se tambem interromper o processo se, 
para algum k, || F(x^) || for maior que uma tolerancia, por exempio, se |j F(x^) > 10 20 . 


4.2. METODO DE NEWTON 

0 metodo mais amplamente estudado e conhecido para resolver sistemas de equagao nao 
lineares € o metodo de Newton. 

No caso de uma equagao nao linear a uma variavei, vimos no Capitulo 2 que, 
geometricamente, o metodo de Newton consiste em se tomar um modelo local linear da 
fungao f(x) em torno x k , e este modelo e a reta tangente a fungao em x k . 

Amp I i an do a motivagao de se construir um modelo local linear para o caso de um 
sistema de equagoes nao lineares, teremos: conhecida a aproximagao x^ k) E D, para 
qualquer x E D, existe c i E D, tal que: 

fj(x) = fj(x( k >) + Vtfcf (x - x< k >) i = 1 n (5) 

Aproximando Vf^Cj) por Vf(x (k) ), i = 1,,„, n temos um modelo local linear para 
f { (x) em tomo de *F>: 

f.(x) - fj(xW) + Vf s (x^) 7 (x - x< k >) i = 1,..., n (6) 

E, portanto, o modelo local linear para F(x) em tomo de fica: 

F(x) - L^x) = F(x«) + J(x< fe >) (x - xOO) 


( 7 ) 
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A nova aproximagao x^ k+1 ^ sera o zero do modelo local linear L^x). 

Agora, 

L^.(x) = 0 ^ J(x< k )) (x - x< k >) = ~ F(x^>). (8) 

Se denotamos (x - x (k >) por s< k ) temos que x< k+1 ) - x^ + s^, onde e solugao 
do sistema linear: 

J(x (k ^) s = - F(x^). (9) 

Observe que dado o ponto x (k ^, a matriz J(x* k >) 6 obtida avaliando-se J(x) em x< k) 
e, em seguida, o passo de Newton, s^ k \ 6 obtido a partir da resolugao do sistema linear (9), 

Portanto, uma iteragao de Newton requer basicamente: 

i) a avaliagao da matriz iacobiana em x( k} ; 

it) a resolugao do sistema linear J(x^)s = -F (x^) e, por este motivo, cada 
iteragao e considerada computacionalmente cara. 

Em relaqao ao item (ii) pode-se empregar metodos baseados em fatoragao da 
matriz iacobiana, Mdtodos iterativos podem ser tambem aplicados; por serem iterativos, 
obtem uma aproximagao para a solugao exata do sistema linear e, conseqiientemente, o 
passo de Newton, s^ k \ nao e calculado exatamente. Por esta razao, o metodo de Newton 
com a resolugao do sistema linear atraves de um metodo iterative e denominado metodo 
de Newton inexato. 

ALGORITMO: 

Dados x 0 , > 0 e e 2 > 0, faga: 

Passo 1 : calcule F(x (k >) e J(x^^); 

Passo 2: se j| F(x* k) ) |] < Ej, faga x = e pare; 

caso contrario: 

Passo 3: obtenha s( k \ solugao do sistema linear: J(x^) s - - F(x^); 

faga: x( k+1 ) = x^ + s®; 


Passo 4: 
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Passo 5: se || x^ k+1 * - x® || < e 2 , faga x = x^ k+1 ) e pare; 

caso contrario: 

Passo 6: k = k + 1; 

volte ao passo 1. 


Exemplo 5 


Aplicar o metodo de Newton a resolugao do sistema nao linear F(x) = 0 onde F(x) € dada 
por: 


F(x) = 


Xj + ” 3 ' 

xl + x% - 9 


cujas solugoes sao x* = | ^ j e x ** = | 3 j 


usando e - = e 2 = 10" 4 


J(x) 


1 1 \ 

2 x t 2 x 2 


Comecemos com = 

k = 0: 


1 

5 



|| x d) _ xt°)L = max { 1.625, 1375} = 1.625 » e 
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k = 1: 


F(x< 1 >) = f 


0 

145/32 


\ 

l 


( 4.53125 ) : = 4 53125 >>e l 


J * X<1> ) ’ ( -5/4 29/4 ) 


( 1 

1 ^ i 

( 0 \ , 

( 4*0.533 1 

[ -5/4 

29/4 ) " ( 

v -4.531 J ^ S ’ 

1 -0.533 y 



|( x< 2 > - x<»> ||„ = 0.533 » e 2 


Prosscguir as iteraqoes ate que || F(x !k '') < 10 -4 ou ||x» + 1 > - *W|„ < i<H. 

A caracteristica mais atraente do metodo de Newton e que sob condiqoes adequa- 
das envoi vendo o ponto iniciai x^, a funqao F(x) e a matriz Jacobiana J(x), a seqiiencia 
gerada {x^} converge a x* com taxa quadratica. E importante observar que os resultados 
de convergence obtidos sao locais no sentido de que a aproximaqao iniciai x(°) deve estar 
suficientemente proxima de x*. 

Ao leitor interessado em mais detalhes sobre o teorema de convergencia e o 
resultado de taxa quadratica, indicamos a referenda [8]. 


4.3 METODO DE NEWTON MODIFICADO 


De maneira analoga ao caso de uma equaqao nao linear (Exercicio 14, Capitulo 2), a 
modificaqao sobre o metodo de Newton consiste em se tomar a cada iteraqao k a matriz 
J(x (fj l), em vez de J(xW): a partir de uma aproximaqao iniciai x (t 9, a seqiiencia {x tk l} e 
gerada atraves de x (k+ 0 = x® + s^ k \ onde s (k * e soluqao do sistema linear: 


J(x^) s = - F(x^) 


( 10 ) 
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Desta forma, a matriz Jacobiana e avaliada apenas uma vez e, para todo k, o 
sistema linear a ser resolvido a cada iteraqao tera a mesrna matriz de coeficientes: 

Se usarmos a fatoraqao LU para resolve- lo, os fatores Lei) serao calcuiados 
apenas uma vez e, a partir da 2 ~ itera^ao, sera necessario resolver apenas dois sistemas 
triangulares para obter o vetor s^, 

Exemplo 6 

Vamos usar aqui o metodo de Newton Modificado para o sistema nao linear do Exemplo 5 : 
' + Xj - 3 - 0 

< , comeqando com x^ = 

x\ + x2 - 9 = 0 



Temos J(x) = 


1 

2x, 


1 

2x-, 


Assim, 


F{x<°>) = 


17 


J(x<°>) = 


= (2 10) 


Entao: 


J(x (0 >)s = _ 

\ / 


s i + s 2 - " 3 

^ s _ ( 

-13/8 \ 

/ -1.625 \ 

2s l + lOs^ = -17 


-11/8 j ' 

~ [ -1.375 J 

=> X< J ) = X® + s 

.i;u 


1 / -0.625 

1 5 1 

1 -ii/s I 

I [ 3.625 
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Agora, para calcular resot vemos 


J(x (0 >) s - - F(x (1 >) = - 

V 


0 

4.53125 


\ 

J 


s ] + ^-0 

2s { + I0s 2 = -4.53125 


r +0.56640625 

-0.56640625 


/ 

Assim, x(2) _ X (1 > + s _ 

v 


-0,625 

3.625 



0.56640625 ' 
-0.56640625 



' -0.05859375 ' 
3.05859375 

J 


Prosseguir as itera$oes ate obter convergSncia. 

Deixamos, eomo exercicio, escrever formalmente um algoritmo para este m^todo. 


4.4 METODOS QUASE-NEWTON 

A motiva^ao central dos metodos quase-Newton e gerar uma seqiiencia {x* 1 ^} com boas proprie- 
dades de convergencia, sem no entanto avaliar a matriz Jacobiana a cada itera^ao. como e 
necessdrio no metodo de Newton. 

Um exemplo € o m6todo de Newton Modificado que requer o calculo da matriz 
Jacobiana apenas na iterafao inicial, porem a propriedade de taxa quadratics 6 perdida e em seu 
lugar consegue-se apenas taxa linear. 

A seqiiencia {x^}, nos metodos quase-Newton, 6 gerada atraves da formula: 
x (k+l) „ x (k) + s (k) (II) 


onde s<« € a solugao do sistema linear: 
B W s (k) B „ p^OO). 


( 12 ) 
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Nos metodos quase-Newton que estudaremos nesta segao, as matrizes sao 
atualizadas a cada iteragao e e imposta a condigao de que tais matrizes satisfagam a seguinte 
equagao: 


B (k+i) < x (k+i) _ x (k)j _ p( x (k+i)) _ F(x< k >) (13) 

devido a seguinte motivagao: 

conhecidos F(x^) f x^ 1 *, F(x ( ' k+1 ^), o modelo linear: 

L^x) = F(x (k+1) ) + B< k+ U (x - x< k+1 >) (14) 

pode ser considerado uma aproximaqao para F(x) em torno de x< k+1 \ e a igualdade 
L k+ 1 (x( |t+1 )) = F(x< k+1 )) € satisfeita para qualquer escolha para B( k+1 >. 

Colocando ainda a condigao: 

W* 00 ) = F(xW) (15) 


teremos: 


L k+1 (x< k >) = F(x( k+t >) + B( k+1 > (x< k > - x< k+1 >) = F(x< k )) (16) 

e, portanto, 

B (k + i) ( x (k+i) _ jflty = F ( x (k+i)) _ F ( x (k)), (17) 

Se s® = e = F(x^ +1> ) - F(x^) s a equagao (17) fica: 


B (k+l) s <k) _ y (k) (18) 

que e conhecida como equagao secante e, por esta razao tais metodos sao tambem chama- 
dos de metodos secante s. 


E importante observar que o metodo da secante estudado no Capitulo 2 consiste 
em se tomar como aproximaqao da fungao f(x), na iteragao k, a reta r(x) que passa pelos 
pontos (x k , f(x k )) e (x k+1 , f(x k+1 )): 


r(x) = f(x k+1 ) + b(x-x k+1 ) 


(19) 
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e, impondo as condigoes: 


r(x k ) = f(x k ) e r(x k+I ) = f(x k+1 ) 


obtemos: 


b 


- f(x k ) 
*t+i - *k 


bs k - ^k 


( 20 ) 


( 21 ) 


e b satisfaz a equagao secante. 

Neste caso, existe uma unica escoiha para b de forma que as condigoes (20) sejam 
satisfeitas. 

Mas, para n > 1, a equagao secante nao e suficiente para determmar uma unica 
matriz, uma vez que sao n equagoes e n 2 variaveis (os elemenios da matriz 

Os m6todos quase-Newton diferem entre si pelas condigoes adicionais impost as 
sobre B^ k+1 ^, tais como: 

- obedecer a atgum principio de variagao minima em relagao a EtW; 

- preservar aiguma estrutura especial da matriz Jacobiana, como simetria e es- 
parsidade. 


A formula para B< k+1 >, proposta por Broyden [8] em 1965, 6 a seguinte: 

B ( k +1) - B< k > + u < k )(s< k >) T (22) 


onde 


(k) (yW - 

■ ( S W)T S (W • 


(23) 


Existem varios outros raetodos quase-Newton (ver [8], [15]); e e importante res- 
saltar que em varios deles, aiem de se evitar o calculo da matriz Jacobiana, o esforgo 
computacional necessario para a resolugao do sistema linear e reduzido em relagao ao 
esforgo realizado no metodo de Newton [22]. 
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EXERCfCIOS 


1 . Usando alguma linguagetn de program agao, escreva um programs para o m£todo de New- 
ton e para o m6todo de Newton Modificado. 

2. Resolva os sistemas nio lineares abaixo usando sens programas para os metodos de New- 
ton e Newton Modificado com 8 = lO^ 4 : 


+ x\ - 2 = 0 
e x i " 3 + x 2 - 2 s 0 


x<°> = ( 1 . 5 , 2 . 0 ) T 


b) 


4x : 

“X 


- X'J + X 2 * 0 

4x 2 " x 2 
+ : = -1 


x (0) = (- 1 , -2) t 


c) 


2x, - Xj + 8 


4 x 2 * x\ 


= 0 


x (0 > = (-1, -1)T 


8xj - 4x] + x 2 + 1 = 0 


d) (Fun^ao de Rosenbrock) [24] 


1(Kx 2 ~ x|) = 0 

1 - Xj = 0 


x(°) = (-1.2, t) T 


e ) {Broyden Tridiagonal) [24] 

fj(x) = (3 - 2x 1 )x 1 - 2 x 2 + 1=0 
, fj(x) = (3 - 2x^)xj - Xj_j - 2x i+l + 1 = 0, i = 2 , . . . , 9 
floOO * (3 - 2x l0 )x i0 - Xg + 1 = 0 

X W = (-1, -1,..., -]) T 
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f) (Fungao Trigexp de Toint) [29] 

j f x (x) - 3x^ + 2x 2 - 5 + sen(x t - x 2 ) sen(xj + x 2 ) - 0 
fj(x) = -Xi_j e< x i~i ~ + Xj(4 + 3x?) + 2X| +1 -i- 

+ senfxj - x i+1 ) sen(Xj + x i+1 ) -8 = 0, i ■ 2, . . . , 9 
f 10 (x) = - x 9 e^ " x jo^ + 4x 10 -3 = 0 

x(°) = (0, 0,..,, 0) T 

3. O metodo de Newton pode ser aplicado para a resolugao de urn sistema linear Ax = b. 
Neste caso, quantas iterances serao realizadas? Por que? 


PROJETOS 

1. METODO DE NEWTON DISCRETO 

Uma das dificuldades do metodo de Newton esta na necessidade de se obter as derivadas 

3fi(x) 

parciais: . 

Ainda que se tenha um programa disponivel para o metodo de Newton, cabe ao 
usuario programar as rotinas de avaliagao da fungao F(x) e da matrix Jacobiana. A fungao 
F(x) pode ser dificil de ser derivada e, nestes casos, uma altemativa e usar aproximagoes 
por diferengas para as derivadas parciais. 

Para uma fungao f(x) de uma variavel, temos que: 

rw - f( * + h . ) - m , h-o. 

Q 

Para o caso de uma fungao de R° em IR n : F(x) = (f x (x), f n (x)) T , f j (x l , x n ), 
: R n -* R, cada derivada parcial sera aproximada por: 

3fi<x) fj(x + he.) - f.(x) 

c>Xj h 

sendo ej = (0, 0,...0) T onde o elemento igual a 1 ocupa a posigao j. 
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Com esta aproximagao, a matriz J(x^ kl ) sera trocada por J(x (k) ), onde cada 
elemento (i, j) de J(x^) € obtido por: 


f;(xW + he.) - fix^) 

J ^ — 1 — • h -° 

ou seja, a coluna j de J(x^ k5 ) sera aproximada por: 

F(x + hep - F(x) 

h 

e, desta relagao, concluimos que a aproximagao para J(x^) evita o calculo das derivadas, 
mas requer n avaliagoes adictonais para a fungao F(x). 

A escolha do passo h deve ser bastante cuidadosa. Em [8] ha uma boa orientagao 
sobre este assunto. 

Escreva um programa para o metodo de Newton trocando as derivadas parciais 
pel a aproximagao por diferengas, usando h = 1CT 2 . Resolva os sistemas nao lineares propos- 
tos no Exercfeio 2 e compare os resultados. 


2. NEWTON E OS FRACTAJS 

Todos os que trabalham com m^todos iterativos para resolver sistemas de equagoes nao 
lineares deparam-se, em algum momenta, com teoremas de convergencia local do tipo: “Se 
o ponto inicial e tornado suficientemente proximo de uma solugao, entao o metodo converge 
para essa solugao”. Assim, pensando em duas dimensoes, ao redor de cada solugao do 
sistema existe uma regiao que “atrai” a sequencia gerada pelo metodo iterativo se o ponto 
inicial estiver nessa regiao. 

Porem, o que acontece se o ponto inicial nao for tornado em nenhuma dessas 
regioes? O teorema de convergencia local nao garante nada e, portanto, o metodo pode 
convcrgir ou nao. Se houver convergencia, para qual solugao a sequencia gerada ser& atrai- 
da? Mais ainda, como geralmente (e por que nao dizer, nunca) nao temos nenhum conheci- 
mento a priori das solugoes, e muito menos de quao proximo estamos de uma, nao podemos 
sequer afirmar se o ponto inicial est£ ou nao em uma dessas regioes. Claramente, se algum 
termo da sequencia gerada pertencer a uma dessas regioes, a solugao correspondente ira 
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atrair o resto da seqiiSncia, fazendo com que o metodo convirja. A partir desta observa^ao, 
podemos afirmar que a "regiao de convergencia” do metodo iterativo e maior do que a 
pre vista pelo teorema de converged a local. 

No infcio deste seculo, Gaston Julia [19J e Pierre Fatou [10] publicaram uma s&ie 
de artigos sobre o estudo de propriedades iterativas, tendo como um dos objetivos o metodo 
de Newton para o calculo de zeros de funfoes complexas (equivalents a encontrar a solu<;ao 
de um sistema de equates reals de dimensao dois). Eles provaram que, aplicando o metodo 
a uma dada fun^ao, e possivel que haja sequencias que convirjam, que sejam periodic as ou 
ainda que divirjam. Observaram ainda que as fronteiras entre as regioes de convergencia 
eram curvas extremamente complicadas. 

Na ddcada de 1960, Benoit Mandelbrot [21] come^ou a estudar alguns conjuntos 
irregu lares da natureza, altamente interessantes, Lais como as gala xt as e os flocos de neve. 
Ele conseguiu perceber certos padroes nas irregularidades apresentadas por essas formas e 
assim definiu a nogao de conjunto fractal. Esseucialmente, um conjunto fractal € um con- 
junto que possui a propriedade de auto-similar idade, isto 6, um numero finito de transla^oes 
de qualquer subconjunto, nao importa o quao pequeno, recria o conjunto inteiro. Poste- 
riormente, Mandelbrot retomou os trabalhos de Fatou e Julia, utilizando computadores para 
desenhar as regioes estudadas por eles, de maneira a observar o comportamento caotico que 
produz a estrutura fractal. 

Seja F : R 2 — » R 2 e F(x, y) - 0 o sistema nao Linear a ser analisado. Para cada 
solufao (x* , y*), r = 1 , ... L, desse sistema, associamos uma cor diferente C r e seja C 0 uma 

cor distinta de todas as outras. Seja K o numero mdximo de itera^oes permitidas do metodo 
de Newton e e > 0 a precisao desejada. 

Considere agora que a tela do computador represents uma regiao discretizada 
do piano euclidiano, T = {{xj, yp ( i = 0, .... N , j = 0,..., M}. Para cada (x it yj) e T 
aplicamos o metodo de Newton a partir desse ponto. Se para atgum k < Ker^ L, 
II (x k , y k ) - (x* , y*) II < e, associamos a cor C r ao ponto (x j7 y^), isto 6, fazemos 

COR(i, j) * C f ; caso contririo, COR (i, j) = C 0 . O resultado, devido a computa^ao numerica 
e a erros de arredondamento, t uma aproxima^ao da regiao de convergencia em T. 

Podemos tamb£m construir uma copia dessas regioes, onde a cor associada a cada 
ponto (Xj, y^) esta relacionada ao numero de iterates. Para isto, escolhemos as cores C k , 
k = 1 K e associamos COR(i, j) = C k , se k ^ K e COR(i, j) = C Q , caso contririo. 
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Temos, assim, dois mapas para cada sistema: “Para onde convergiu" e “Como conver- 
gin''. 

Utilizando £ lO^ 6 e K = 20, construa os mapas descritos para os sistemas: 

Sistema I 

x 2 - y 2 - 1 = 0 
2xy = 0 


Solutes: (x* , y*) = (1, 0), (xj , y*) = (-1. 0) 


T = 


-1 + ~1 + ^|j| com M, N ^ 100 , 0 s i ^ N, 0 $ j ^ M 


Sistema II 

x' — 3xy 2 -1=0 
3x2y - y 3 = 0 


Solutes: (x* , y*) = (1, 0), (x* , y*) = 


2 ’ J 2' 


1 


r i VT 1 

r i 

J 

, (X*, y*) = 

, 2* 2 

^ / 


- 1 - 5 + f --‘- 5 + M 


com M, N s* 100, 0 i =£ N, O^j^M 


Sistema III 

x 2 - y 2 - 1 = 0 

(x 2 + y 2 - !X* 2 + y 2 - 4) = 0 
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Solu^oes: (xj , y*) *= (1,0) , 


(x*. yp - (-1,58, - 1,22) , 
(xp y*) = (1.58, -1 . 22 ), 


(x* , yp = (-3,0), 

(xp yp = (-1*58, 1.22), 
(x*. y*) s (1.58, 1.22) 


T = 


-2 + £ , -2 + com M, N 


100, 0 i S5 N, 0 j M 


Para maiores detalhes sobre este assunto, sugenmos a referenda [28]. 


CAPfTULO 


MAKJRON 

Books 


INTERPOLAQAO 


m 


5.1 INTRODUQAO 

A seguinte tabela relaciona calor especifico da agua e temperatura: 


temperatura 

20 

25 

30 

35 

40 

(“C) 






calor 

especifico 

0.99907 

0.99852 

0.99826 

0.99818 

0.99828 


temperatura 

45 

50 

(°Q 



calor 

0.99849 

0.99878 

especifico 
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Suponhamos que se queira calcular: 

i) o calor especifico da &gua a 32.5 fi C; 

if) a temperatura para a qual o calor especifico e 0.99837. 


A inlerpolagao nos ajuda a resolver este tipo de problems. 

Interpolar uma fungao f(x) consiste em aproximar essa fungao por uma outra 
fungao g(x), escolhida entre uma classe de fungoes definida a priori e que satisfaga algumas 
propriedades. A fungao g(x) e entao usada em substituigao a fungao f(x). 

A necessidade de se efetuar esta substituigao surge em varias situagdes, como por 

exemplo: 

a) quando sao conhecidos somente os valores numericos da fungao para um 
conjunto de pontos e € necessario calcular o valor da fungao em um ponto nao 
tabelado (como e o caso do exemplo anterior); 

b) quando a fungao em esrudo tern uma expressao tal que operagoes como a 
diferenciagao e a integragao sao dificeis (ou mesmo imposslveis) de serem 
realizadas. 

5.1.) UM CONCEIT© DE INTERPOLAQAO 

Consideremos (n + 1) pontos distintos: x Q} x^..., x Q , chamados nos da interpolagdo , e os 
valores de f(x) nesses pontos: f(x 0 ), f(x ft ). 

A forma de interpolagao de f(x) que veremos a seguir consiste em se obter uma 
determinada fungao g(x) tal que: 

g(x 0 ) - f(XQ) 
g(xj) = ffx^ 
g(x 2 ) - f(x 2 ) 


g(x n ) = f(x n ) 
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GRAFICAMENTE 

Se n = 5 



Figura 5,1 


*3 x 4 


Neste texto consideraremos que g(x) pertence a classe das fun goes polinomiais. 

Observaxnos que: 

0 ex i stem outras formas de interpolagao polinomial como, por exemplo, a fdr- 
mula de Taylor e a interpolagao por polinomios de Hermite, para as quais as 
condigdes de interpolagao (1) sao outras. 

U) assim como g(x) foi escolhida entre as fungoes polinomiais, poderiamos ter 
escolhido g(x) como fungao racional. fungao trigonometriea etc. 


5.2 INTERPOLAGAO POLINOMIAL 

Dados os pontos (x 0 , f(x Q )), (x,, f(xj)),..., (x n , f(x n )), portanto (n+1) pontos, queremos 
aproximar f(x) por um polinomio p n (x), de grau menor ou igual a n, tal que: 


f ( x k) " P n ( x k) k = o 
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Surgem aqui as perguotas: existe sempre um polinomio p a (x) que satisfaga estas 
eondigoes? Caso exista, ele € unico? 

Representaremos p n (x) por: 
p n (x) = aQ ■+ a r x + a 2 x 2 + ... + a n x n . 

Port an to, obter p n (x) signifies obter os coeficientes a p ... 5 a n . 

Da condigao p n {x k ) = f(x k ), V k = 0, 1, 2,..., n, montamos o seguinte sistema 

linear: 

’ a 0 + a l s 0 + “2*0 + - + Vo - ^ 

Sq + ajXj + a 2 x 2 + . . . + a n xj = fix^ ) 


“o + a l X n + HK + ■ • ■ + a E X n - f ( x n) 


com n + 1 equagoes e n + 1 variaveis: a 0? a p ..., a n . 
A matriz A dos coeficientes e 


f 1 *0 *0 ' * ■ *0 
1 Xj xj ... x“ 


1 


que e uma matriz de Vandermonde e, portanto, desde que x 0 , x p ... f x Q sejam pontos distin- 
tos, temos det(A) * 0 e, entao, o sistema linear admite solugao unica. 


Demonstramos, assim, o seguinte teorema: 


TEOREMA 1 

Existe um unico polinomio p Q (x), de grau n, tal que: p„(x k ) = f(x k ), k = 0, 1, 2, ..., n 
desde que x k * x., j * k. 
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5.3 FORMAS DE SE OBTER p n (x) 

Conforme acabamos de ver, o polinomio p n (x) que interpola f(x) em Xq, Xj,..., x n € unico. 
No entanto, existem varias formas para se obter tal polinomio. Uma das formas e a rcsolu- 
gao do sistema linear obtido anterior me nte. Estudaremos ainda as formas de Lagrange e de 
Newton. 


Teoricamentc as tres formas conduzem ao mesmo polinomio. A escolha entre elas 
depende de condigoes como estabiiidade do sistema linear, tempo computacional etc. 

5.3.1 RESOLUQAO DO SISTEMA LINEAR 
Exemplo 1 

Vamos encontrar o polinomio de grau s 2 que interpola os pontos da tabela: 


X 

-1 

0 

2 

f(x) 

4 

1 

-1 


Temos que p 2 (x) = a 0 + a t x + a 2 x 2 ; 

P 2 ( x o> = f(*o) ** Bq - a 1 + % = 4 

p 2 (Xj) = f(Xj) ~ a 0 = 1 

p 2 (x 2 ) = f(x 2 ) a Q + 2a, + 4a 2 = -1. 

Resol vendo o sistema linear, obtemos: 

* l, - — 7/3 e " 2/3. 

7 2 -y 

Assim, p 2 (x) -1— — x + - rf o polindmio que interpola f(x) em x 0 = -1, 
Xj ~ 0 ® x 2 = 2. 

Embora a resolugao do sistema linear neste exemplo tenha sido um processo 
simples e exato na obtengao de p 2 (x), nao podemos esperar que isto ocorra para qualquer 
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problems de interpolagao, uma vez que, como vimos, a matriz A dos coeficienf.es do sistema 
linear e uma matriz de Vandermonde, podendo ser mal condicionada (ver Projeto 1, item (a) 
do Capftulo 3). 

Por exemplo, seja obter p 3 (x) que inteipola f(x) nos pontos x v Xj, x 3 , de 
acordo com a tabeia abaixo: 


X 

0.1 

0.2 

0.3 

0.4 

f(x) 

5 

13 

-4 

-8 


Impondo a condigao p 3 (x k ) = f(x k ) para k = 0, 1, 2, 3, temos o sistema linear: 

' Sq + 0.1a 1 + 0.0 la 2 + 0.00 la 3 =* 5 

a 0 + 0.2a 1 + 0.0432 + 0.008a 3 - 13 

‘ a 0 + 0.3aj + O.OOaj + 0.027a 3 - -4 

a^ + 0.4a 1 + 0.1 6^ + 0.064a 3 - -8 


Usando aritmetica de ponto flutuanie com tres digitos e o metodo da eliminagao 
de Gauss, temos como resultado: 

p 3 (x) = -0.66 x 10 2 + (0.115 x 10 4 )x - (0,505 x I0V 2 + (0.633 x 10 4 )x 3 

e, para x = 0.4, obtemos: 

p 3 (0.4) * -10 - -8 = f(0.4). 


5.3.2 FORMA DE LAGRANGE 

Sejam x 0 , x p ..., x n , (n+1) pontos distintos e y ; = f^), i = 0, .... n. 

Seja p n (x) o polinomio de grau ^ n que interpola f em x 0 ,~. , x n . Podemos repre- 
sents! p n (x) na forma p^x) = ygL^x) + y,Lj(x) + ... + y n L n (x), onde os polinomios L^x) 
sao de grau n. Para cada i, queremos que a condigao p„(X|) - y s seja satisfeita, ou seja: 


pA) = y 0 L 0 ( x i) + yi L i( x i) + - + y n L „( x i) = yp 


( 2 ) 
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A forma mais simples de se satisfazer esta condi £ao £ impor: 




0 se k * i 

1 se k - i 


e, para isso, definimos L^x) por 


L^x) - 


(x-XqMx-Xj) ... (x-x^jXx-x^j) ... (x-x n ) 
(x^ — x Q ) (x^ — X^) ... (*j( — x^_|) (x^ — X^ + ^ ) ... (Xj. “■ X Q ) 


E ftcil verifiear que realmente 

L k (x k ) = 1 e 
Lj^) - 0 se i * k. 

Como o numerador de L^x) £ urn produto de n fatores da fonna: 

(x - x,), i - 0, . . . , a, i * k, 

entao L^x) £ um polinomio de grau n e, assim, p n (x) e um polinomio de grau menor ou 
igual a n. 


AI6m disso, para x = x^, i = 0, n temos: 

n 

p^ x l) = 2 yiW x i> ■ yW*i) - yj 

k-0 


Entao, a forma de Lagrange para o polinomio interpolador e: 

n 

P„M " 2 W*> 

k-0 
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onde 


V x ) - 


n 


n (x - >tj) 

j - 0 


i - k 




i - k 



Exemplo 2 (Interpolate© Linear) 

Faremos aqui um exemplo te6rico para interpolate em dois pontos distintos: (x 0 , ^Xg)) 
e (x lt f(x t )), 

Assim, n e igual ale, por isto, a interpolate por dois pontos e chamada interpo- 
late) linear. 

Us an do a forma de Lagrange, teremos: 

Pj(x) = y^x) + yjLjfx), onde 

(x-Xj) (x-x 0 ) 

(x - Xj) (x - X 0 ) 

Assim, Pj(x) - y 0 + y? ^ ^ seja, 


Pj(x) - 


(x t -x)y 0 + (x-x 0 )y l 
( x i - x o) 


que £ exatamente a equa^ao da reta que passa por (x 0 , ftx^)) e {x t , f{X|)). 
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Exemplo 3 

Seja a tabela: 


X 

-i 

0 

2 

m 

4 

1 

-1 


Pela forma de Lagrange, temos que: 

p 2 < x ) = y 0 L o< x ) + yi L i( x > + y 2 L 2( x >’ onde: 

. ( x ~ x i) ( x ~ x 2^ _ (x-0) (x-2) _ x 2 - 2x 

W ‘ (Xo - x : ) (Xo - Xj) ‘ (-1 - 0) (-1 - 2) “ 3 

. (x-xp) (x - X 2 ) _ (x + 1) (x -2) x 2 - x - 2 

iX * (Xi-XQ) (x^Xj) “ (0+1) (0-2) -2 

(x-x Q ) (x-x t ) (x+ 1) (x-0) _ X 2 + x 

2 * “ (x 2 -x 0 ) (Xj-x^ " (2 + 1) (2-0) " 6 


Assim, na forma de Lagrange, 


p 2 (x) - 4 


x 2 - 2x 


+ 1 


'x 2 - x - 2 1 


-2 


+ (- 1 ) 


'x 2 + 


7 2 r 2 


Agrupando os termos semelhantes, obtemos que p 2 (x) = 1 - - x + — x z , que 6 a 
mesma expressao obtida no Exemplo 1. 
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5.3.3 FORMA DE NEWTON 


A forma de Newton para o polinomio p n (x) que interpola f(x) em Xq, x n , (n + 1) pontos 
distintos e a seguinte: 

P n ( x ) = d o + d i( x - x o> + d 2< x ^ x o) ( x ~ x i> + - + d n ( x “ x o) ( x “ x i) - ( x “Vi)- ( 3 ) 

No que segue, estudaremos: 

i) o operador diferengas divididas, uma vez que os coeficientes d k , k = 0, 1,..., n 


acima sao diferengas divididas de ordem k entre os pontos (x-, f(x )), j = 0, 
Ik J J 

J- q * s- m y - 

ii) a dedugao da express ao de p B (x) dada por (3). 


OPERADOR DIFERENpAS DIVIDIDAS 

Seja f(x) uma fungao tabelada em n + 1 pontos distintos: x 0 , x 0 . 


Definimos o operador diferengas divididas por: 


f[x 0 ] = f(x 0 ) 


(Ordem Zero) 



(Ordem 1) 



f[x t , x 2 J - f[x (J , XjJ 


(Ordem 2) 


*2 “ *o 



, X2 , X 3 ] - f[Xp , X x , Xg] 
x 3 - *0 


(Ordem 3) 



i] (Ordem n) 
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Dizemos que f[x 0 , x p .... x k ] 6 a diferen^a dividida de ordem k da fun^ao f(x) 


sobre os k + l pontos: Xp, x p 

»>f X^i 



Dada uma funcjao f(x) e conhecidos os valores que f(x) assume nos pontos distin 
tos Xq, x p ...» x n , podemos construir a tabela: 

X 

Ordem 0 

Ordem 1 

Ordem 2 

Ordem 3 

Ordem n 

*o 


*1% *l3 




*1 


f[x p x 2 ] 

f^Xp, Xj, X 2 ] 

ffxp, X|, x 2 , X 3 ] 


x 2 

fl x 2 3 


f[x p x 2 , x 3 ] 

- 






f[X|, x 2 , x 3 , x 4 ] 


*3 

^* 3 ] 


f[x 2 , x 3 , x 4 ] 

■ 

f|% Xi, Xj, X^] 



f[x 3 , x 4 ] 

* 

■ 

* 

m 


x 4 


* 

* 

ftV-3* X n-2> Vl* ^3 


■ 

* 

* 




■ 

* 





x n 







Exemplo 4 

Seja f(x) tabelada abaixo 


X 

-1 

0 

1 

2 

3 

f(x) 

1 

1 

0 

-1 

-2 
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Sua tabeta de diferengas divididas e: 


x 


Ordem 0 


-1 


1 


0 


1 


1 


0 


OTdem 1 


0 


-1 


-1 


2 


-1 


3 


-2 


-1 


Ordem 2 


1 

2 

0 

0 


Ordem 3 Ordem 4 


1 

6 

1 

24 

0 


Onde 


*1*0 ’ x l] 


f[*,] - f[Xp] 

X 1 " X 0 



0 


fl x l , 


flxj - ftxj] 



- -1 




- 1-0 


-1 

2 


f[XQ , Xj , X 2 J 


X 2 “ X 0 


1 + 1 
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f[x 2 > x 3 ] - f[Xj , Xj _ 1 + 1 
nx^Xj.Xj] Y~0 


0 


ff^o > x i 


*2 i ^ 3 ! 


f[x 1 , X 2 , xj - f[Xo , X t , X 2 ] 
x 3 ” X 0 


0 +JJ2 = 1 
2 + 1 6 


Prova-se que as diferengas divididas satisfazem a propriedade a seguir: 

f^, x p x k ] € simetrica nos arguments r ou seja, f[x Qj Xp..., xj = XjJ 

onde j 0 , jp ... j k € qualquer permutaqao de 0, 1, k. 


For exemplo. 


*1*0 » x ll 


f E x J - f [xol 


X 1 “ x o 


f[x Q ] - ffcj 

* 0 - X 1 


fl x l . x 0 ] * 


Para k = 2 teremos 

x p X 2^ ~ X 2’ x lJ = ^I x l’ *05 ^2^ = $ X V X 2* *0) ” ^1*2’ X fP X J = ^t X 2’ X l* X (J‘ 


FORMA DE NEWTON PARA O POLINOMIO INTERPOLADOR 

Seja f(x) contfnua e com tantas derivadas contlnuas quantas necessarias num intervalo 
[a, bj. 

Sejam a = x 0 < Xj < x 9 < ... < x n = b, (n + 1) pontos. 

Constmiremos 0 polinomio p n (x) que interpola f(x) em x Q , x p ..., x n . Iniciaremos 
a construgao obtendo p 0 (x) que interpola f{x) em x = x 0 . E assim, sucessivamente, construi- 
remos p k (x) que interpola f(x) em x Q , Xj,..., x k , k = 0, 1,..., n. 

Seja Pq(x) o polinomio de grau 0 que interpola f(x) em x - x 0 . Entao, 
p 0 (x) = f(x 0 ) = f[xj. 
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Temos que, para todo x G [a, bj, x * x Q 
t[x] - f[*ol «*) - «*(,) 


f [*0 • *1 


X - X, 


X - X, 


0 


=* <x - X 0 )f[x 0 , x] = f(x) - fix^ => 

=» tXx) - f(x 0 ) + (x - X 0 ) f[x 0 , xj 

■s ^ X / 

p 0 (x) E 0 (X) 

** E 0 (x) = f(x) - P 0 (x) = (x - x 0 )f[x 0 , x]. 


Note que E 0 (x) = f(x) - p 0 (x) e o erro cometido ao se aproximar f(x) por p 0 (x). Na 
Segao 5,4, o erro na interpolagao sera estudado com detalhes. 

Seja agora construir pj(x), o polinomio de grau ^ 1 que interpola f(x) em x^e Xj. 

Temos que 

fixo * X 1 - fi x i » x ol 

f[*0» x l - x ) “ fi x i .x 0 ,x] - — — " 


fix) ~ fixp) 
x - x o 


fi x i i x 0 3 



fix) - fixpj - (x - x Q )f[x l , Xq] 
(x - X x ) (x - Xq) 


=> f[X 0 , Xj , X] 


f(x) - fiXp ) - (X - Xq) f[ x t , xj 
(X * Xq) (x - X,) 


==*> fix) - f(x 0 ) + (x - X 0 ) £[X 1 , x 0 ] + (x - X 0 ) (x 

H ✓ 

p,(x) 


- x l) <[»b. *!,*]■ 
B,(X) 
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Assim, 

p t (x) - f(x 0 ) + (x - x,j) e 

P 0 (X) S q^x) " 

E|(x) — (x — Xq) (x — Xj) f[x 0 , Xj, x]. 

Verificagao: 

pj(x) interpola f(x) em x 0 e em Xj? 

Pi(x 0 ) * f(x 0 ) 

f*Xj) - f(Xo) 

Pl (Xj) - f(x 0 ) + (X t - X 0 ) - * (X|). 

X I " x 0 

Seja agora construir p 2 (x), o poiin6mio de gran ^ 2 que interpola fi(x) em x^, x t , x 2 , 
Temos que: 

Xj, Xj* Xj — ffXj, Xjj Xq, x] — * 


x x| 

x _ x M A 2 ? A 1 ’ 

m “ tm 

x - x 2 

*w - «*o> _ . 

(X - X 0 ) ’ *tf 



(x - x 2 ) 

f(x) - f(x 0 ) - (x - x 0 )f[x 1 , xj - (x - X g) (x - x^fEx^x^xj 
(x - x 0 ) (x - Xj) (x - x^ 

=* f(x) = f(x 0 ) + (x - X^flXg, X,] + (X - X 0 ) (X - Xj) f[x Q , Xj, X 2 ] + 

+ (X - X 0 ) (X - Xj) (X - X 2 )flx 0 , X v X 2 , x]. 
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Entao, 

P 2 (x) - f(x 0 ) + (x - X^ftXg.Xj] 4- (x - X 0 )(x - x 1 )f[x 0 ,x 1 , xj e 

V S 'N 

p t (x) q 2 (x) 

E 2 (X) - (X - Xq) (X - Xj) (X - X 2 ) f[x Q , Xjj x 2 , x], 

Observamos que, assitn como para p t {x) e p 2 (x), p k (x) * p k _j(x) + q k (x), onde 
q k (x) € urn polinomio de grau k. 

Aplicando sucessivamenie o mesmo racioclnio para 


Xq, Xj f Xj, Xy 
Xg, X p X 2 , Xj, X 4 , 


X 0> X l> X 2l- ** X Q> 

teremos a forma de Newton para o polinomio de grau ^ n que interpola f(x) em x 0 ,..„ x n : 

p c (x) - f(x 0 ) + (x - x a )f[x 0 , X] ] +(x - x 0 ) (x ~ X|)f[ X q, x p x 2 ] + ... 

+ ... + (X — Xg) (X — Xj) (x — x n _j)f[Xg f x p ..., X^J 

e o erro e dado por 

E n (x) = (X - Xg) (x - x x ) ... (x - x n ) f[x Q , x v .^ x n , x| 

De fato, p„(x) interpola f(x) em x 0 , Xj,,.., x D> pois sendo 
f(x) - p n (x) + E n (x), entao, para todo n6 x k , k = 0,..., n, temos 

f(x k ) = p n (x k ) + E n (x k ) - p n (x k ). 
v * 

= 0 
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Exemplo 5 

Usando a forma de Newton, o polinomio p 2 (x), que interpola f(x) nos pontos dados 
abaixo 


X 

-1 

0 

2 

f(x) 

4 

l 

-1 


P 2 (X) = ffXp) + (X - Xp) ffXp, Xj] + (X - Xq) (X - Xj) f[X Q , Xj, x 2 ]. 


X 

Ordem 0 Ordem 1 Ordem 2 

-1 

4 


-3 


2 

0 

1 ~ 


3 


-1 

2 

-1 


p 2 (x) = 4 + (x + 1X-3) + (x + IK* - 0) | . 

2 t 7 

Observamos que, agrupando os teimos semelhantes, obtemos p 2 (x) = — x z - — x + 1 , que 
e a mesma expressao obtida nos Exemplos I e 3. 

Observamos ainda que € conveniente deixar o polinomio na forma de Newton, sem 
agnipar os termos semelhantes, pois, quando calcularmos o valor numSrico de p n (x), para x = a, 
evitaremos o cdlculo de pot£ncias. O numero de opera 9 &es pode ainda ser reduzido se usarmos 
a forma dos parenteses encaixados descrita a seguir: 


p n (x) = ffxp) + (x - Xp) flx 0 , x,] + (x - xp) (x - Xj) f[x 0 , x p x 2 J + 

+ (X - Xp) (X - Xj) (X - X 2 ) f[XQ, Xp Xy x 3 J +„. + 

+ (X - Xp) (X - X t )... (x - X n _j) f[x 0 , Xp X 2 ,..., xj 


dado 


228 


C&lculo Numtrico Cap. 5 


temos 


p 0 (x) = f(x 0 ) + (x - Xq) {f[x 0 , X|] + (x - x L ) {f[x 0 , % v x 2 ] + 

+ (x — X 2 ) {fl x o* X 1 » x 2’ X 3^ + ‘" + ( x ” X D-1^ X P *■** 

Urn algoritmo para se calcular p n (u) usando esta forma de parenteses encaixados 
sera visto na lista de exercicios, no final desie capitulo. 


5.4 ESTUDO DO ERRO NA INTERPOLAQAO 

Como ji observamos, ao $e aproximar uma funqao f(x) por um polinomio mterpolador de 
grau n, comete-se um erro, ou seja 

E n (x) = f(x) - p n (x) para todo x no intervalo [x Q , xj. 

O estudo do erro 6 importante para sabennos quao proximo f(x) esta de p n (x). 


Exemplo 6 

Este exemplo i lustra este fato no caso da interpolagao linear. 



*o *1 

Figura 5.2 


w 

^i( x o) 


-W 

= ^(Xq) 


= p1 


O mesmo polinomio p t (x) interpola f : (x) e f 2 (x) em x 0 e x,. 
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Contudo, o erro Ej(x) = fj(x) - p t (x) e maior que E^(x) = f 2 (x) -p^x), VxG (x 0 , Xj). 

Observamos ainda que o erro, neste caso, depende da concavidade das curvas, ou 
seja, de fj{x) e f 2 (x). 

Veremos no Teorema 2 a expressao exata do erro quando aproximamos f(x) por 
p n (x), para n quaJquer. 

TEOREMA 2 

Sejam x 0 < Xj < x 2 < ... < x n , (n + 1) pontos. 

Seja f(x) com derivadas atd ordem (n+1) para todo x pertencente ao intervalo 

f x o> x iJ* 

Seja P n ( x ) o polinomio interpolador de f(x) nos pontos x QJ x v x n , 

Entao, em quaJquer ponto x pertencente ao intervalo [x 0 , xj, o erro € dado por 

f(n + l)(t ) 

E n (x) = f(x) - p n (x) = (x - x Q )(x - Xl )(x - x 2 ) . . , (x - x n ) (n + ^ 
onde G (x 0 ,x n ). 

DEMONSTRAQAO 

Seja G(x)=(x-x 0 )(x-x 1 ) ... (x-x n ), V x e [x 0 , xj. Entao, para x = Xj temos f( Xj ) = p n ( Xj ), 
pois G( Xj ) = 0 E n (Xj) = 0, donde a formula do erro esta correta para x = x ;> i = 0, n. 

Para cada x G ( X(J , x n ), x * Xj, i = 0,..., n, seja H(t) uma fungao auxiliar, definida por 

H(t) - E n (x)G(t) - E n (t) G(x), t G [x Q , xj. 

H(t) possui derivadas ate ordem n + 1, pois: 

f(t) possui derivada ate ordem n+1, por hipotese e 

p n (t) possui derivadas ate ordem n + 1; entao 

E n (t) = f(t) - p n (t) possui derivadas ate ordem n+1. 
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G(t) possui derivadas ate ordem n + 1, pois e polinomio de grau n + 1. 

Assim, E n (x)G(t) - E n (t)G(x) = H(t) possui derivadas ate ordem n + 1. 
Verificaremos, a seguir, que H(t) possui pelo menos (n + 2) zeros no intervalo 

t x 0> X J- 

Para t * x., i = 0,... 7 n temos que E n (t) = 0 e G(t) = 0, donde H(Xj) = E q (x)G(x.) - 
E„(x i )G(x) = 0, i = 0, 1,.., n e, para t - x, H(x) = E„(x)G(x) - E n (x)G(x) = 0 

Assim, x 0 , Xj,..., x Qj x sao zeros de H(t). 

Concluindo, temos que a funqao H(t): 

i) esta definida no intervalo [x 0 , x ]; 

ii) possui derivadas ate ordem n + 1 nesse intervalo; 

iii) possui pelo menos n + 2 zeros nesse intervalo. 

Portanto, podemos aplicar sucessivamente o Teorema de Rolle a H(t), H'(t) 
H< E )(t) f a saber: 

H'(t) possui pelo menos n + 1 zeros em (x u , x n ); 

H"(t) possui pelo menos n zeros em (x 0 , x n ); 


H< n+1) (t) possui pelo menos um zero em (x 0 , x fl ). 

Mas, H(t) - E n (x)G(t) - E(t)G(x) =* 

=* = E n (x)G( n+1 )(t) - E^ n+1 >(t)G(x). 

Agora, Ej M ‘ 1 >(t) = f< n+1 >(t) - pj* + J >(t) = f< fl+1 >(t) (p B ( t) tem grau n) 


G(t) = (t-x 0 ) (E-Xj)... (t-x n ) 
=* G< n+1 >(t) = (n + 1)! 
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Assim, H<" +1 >(<) = E n (x) (n+1)! - f<"* 1 ){tX5(x). Sendo % um zero de H< n+1 >(t), 
H<“ +1 >(l s ) = (n + 1)! E„(x) - G(x) = 0 



G(x) 


£(n + l)(y 
(n + 1)! 


f (n *'><£,> 

• E d( x ) = (* - x oX* - Xj) ... (X - x n ) - - t)[ . % x G (x 0 , X Q ). 


Observamos que, ao aproximannos f(x) por um polinomio de interpolagao de 
grau ^ n,o erro cometido esta relacionado com a derivada de ordern (n + 1) de f(x), o que 
confirma a observagao feita no Exemplo 6. 


Exemplo 7 

Seja o probiema de se obter Ln(3.7) por interpoiagao linear, onde ln(x) esta tabelada abaixo: 


X 

1 

2 

3 

4 

ln(x) 

0 

0.6931 

1.0986 

1.3863 


Como x = 3.7 E (3, 4), escolheremos x 0 = 3 e x f = 4, 

Pela forma de Newton, temos 

, , ^ x , . , „„ 0ir , „ {1.3863 - 1.0986) 

p,(x) = f(x 0 ) + (x - x fl )f[x 0 , X J = 1.0986 + (x - 3) 1 

Pl (x) = 1.0986 + (x - 3X0-2877) => Pl (3.7) = 1.300. 

Dado que, com quatro casas decimals ln{3.7) = 1.3083, o erro cometido € 
Ej(3.7) = ln(3,7) - Pl (3.7) = 1.3083 - 1.3 = 0.0083 = 8.3 x 10" 3 . 
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Queremos. neste exemplo, mostrar que ^ que aparece na expressao do erro do 
Teorema 2 e realmente uma fungao de x. 

E t (x) = (x - Xq) (x - X|) — , l x £ (x 0 , Xj). 


Para x = 3.7, 


f'OL) 

Ej(3.7) = (3.7 - 3) (3.7 - 4) — = 8.3 x 10" 3 


Agora, f '(x) 


-1 


Entao, (0.7) (-0.3) 


1 \ 




8.3 x 10 3 e, como Ij. £ (3, 4), 


teremos = 3.5578. 

E natural que, se x * 3.7, | * 3.5578. 


TEOREMA 3 

f (n + 1) ( y 

fIxQ , Xj , , . . , X n , x] - - - — , e ^£(x 0 ,x n ). 

DEMONSTRA^AO 

Seja p n (x) o unico polinomio que interpola f(x) em x 0 , x 1 ,... ! x n . Do Teorema 2, temos que 

f(n + l) j 

E n (x) = f(x) - p n (x) = (x - x 0 )(x - ... (x - x fl ) + ~ - * ■ , | x G (x 0 , x n ). (4) 

Da deduqao da forma de Newton para p 0 (x), 

E„(x) = f(x) - P n (x) = (x - x„)(x - x,) ... (x - X n ) tlx,,, x, x n , x], (5) 

* e (*0- x »)' 
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BI6U0TECA SETORIAL DE ARA-liFSC 


Assim, (4) = (5) implica que 


(n + 1)! 


“ f[*o ’ X 1 ’ ' 



Este teorema mostra claramente a relagao entre a diferenga dividida de ordem 
(n+1) e a derivada de ordem (n+1) da fungao f(x). 


LIMITANTE PARA O ERRO 

A formula para o erro 


f (» ♦ H(y 

E„(x) - (x - x„)(x - x,) ... (x - x„) + , I, £ (x 0 ,x„) 

tem uso iimitado na pratica, dado que serao raras as situagoes em que conheceremos 
f< n+1 >(x), e o ponto ^ nunca € conhecido. 

A importancia da formula exata para £ n (x) e teorica, uma vez que e usada na 
obtengao das estimativas de erro para as formulas de interpoiagao, diferenciagao e integra- 
gao numerica* 

Estudaremos a seguir dois corolarios do Teorema 2, que reiacionam o erro com 
um limitante de f{ n+1 )(x). 


COROLARIO \ 

Sob as hipdteses do Teorema 2, se f( n+1 )(x) for contmua em I - [x 0 , x n ], podemos escrever 
a seguinte relaqao: 


I E n (x) | = | f(x) - p n (x) | ^ | (x - (x - x 1 ) . . . (x - x n ) | 


M 


n + 1 


(n + 1)! 


onde M n + j “ max j f^ n + l ^(x) | . 
xEi 
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DEMONSTRAQAO 

M n+ i existc pois, por hipotese, f( n+1> (x) 6 conttnua em [x Q , xj e entao, 

M . 

|E n (*)| « | (x - XqXx - x,) ... (x - x„) | (n + . 


COROLARIO 2 

Se aI4m das hipoteses antcriores os pontos forem igualmente espa^ados, ou seja, 
x i “ x 0 ~ *2 " X I ~ • * * = x b “ x n-i ~ 


entao 


|f(x) - p n (x) [ < 


faP+1 M a 4l 

4<n + 1) ' 


Observe que o majorante acima independe do ponto x considerado, x €E [x 0> x n ]. 


Exemplo 6 

Seja f(x) = e* + x ~ 1 tabelada abaixo. Obter f(0,7) por interpolagao linear e fazer uma 
analise do erro cometido. 


X 

0 

0.5 

1 

1.5 

2.0 

f(x) 

0.0 

1.1487 

2.7183 

4.9811 

8.3890 


Pi(*) = f(x 0 ) + (x - x 0 )f[x 0 , xj. 
x - 0,7 G (0.5, 1), entao x Q = 0.5 e Xj = 1 
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pj(x) = 1,1487 + (x - 0.5) 


( 2.7183 - 1.1487 ^ 

1 - 0.5 




} 


1.1487 + (x-0,5)3 .1392 


P j(0.7) = 1.7765. 


Neste caso, temos condigao de calcular o verdadeiro erro, dado por 
I E } (0.7) I a (f(0.7) - pjCO.7) I = I 1.7137 - 1.7765 I = 1-0.0628 I = 0.0628. 

Os Corolarios 1 e 2 nos fomecem as seguintes majoragoes para o erro: 

a) Corolario 1 (em x = 0.7) 

M, 

I E,(0.7) I ^ I (0.7 - 0.5) (0.7 - 1) I 

onde M 2 = mix lf"(x)l = e 1 - 2.7183. 

xe 10,5,1] 

Entao. I E|(0.7) I * 0.0815 (realmente, I E^O.7) I = 0.0628 < 0.0815). 

b) Corolirio 2: para todo x e (0.5, 1), temos: 

h 2 (0 5)2 

I Ej(x) I <|M 2 = (2.7183) = 0.0850 

que tamb&m confirm a o resujtado obtido para o erro exato. 


ESTIMATIVA PARA O ERRO 


Se a fungao f(x) 6 dada na forma de tabela, o valor absolute do erro I £ n (x) I s6 pode ser 
estimado. Isto porque, neste caso, nao e possivel calcular M n+1 ; mas, se construirmos a tabela 
de diferengas divididas atd ordem n + 1, podemos usar o maior valor (em m6dulo) destas 

K + i 

diferengas como uma aproximagao para — - no intervalo [xg, x n J. 


Neste caso, dizemos que 

i E^fx) I = I (x - Xy) (x - Xj) . . . (x-x n ) I (mix \ diferengas divididas de ordem n + II). 
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ExempJo 9 

Seja f(x) dada na forma: 


X 

0.2 

0.34 

0.4 

0.52 

0.6 

0.72 

f(x) 

0.16 

0.22 

0.27 

0.29 

0.32 

0,37 


a) Obter f (0 . 47) usando um polmomio de grau 2. 

b) Dar uma estimativa para o erro. 


TABELA DE DIFEBENQAS 
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Deve-se cscolher tres pontos de interpolaqao. Como 0.47 E (0.4, 0.52), dois 
pontos deverao ser 0.4 e 0.52. O outro tanto pode ser 0.34 como 0.6. Escolheremos x 0 - 0.4, 
x 1 = 0.52 e x 2 = 0.6. 

P 2 ( x ) = *(*a) + (* - x o) f E x o« X ]1 + ( X “ x oX x - x i) x r 
= 0.27 + (x - 0.4)0.1667 + (x-0.4) (x - 0.52) (1.0415). 

a) p 2 (0,47) - 0.2780 - f(0.47) 

b) j E(0.47) | - |(0.47 - 0.4X0.47 - 0.52)(0.47 - 0.6) | 1 18.2492| 

- 8.303 x 1 (T 3 . 


5.5 1NTERPOLAQAO INVERSA 

Dada a tabela 


X 

*0 

X 1 

x 2 

• 44 


m 

f( x o) 

f(*l> 

f ( x 2) 

• * • 



O problems da mterpolaqao iuversa consiste em: dado y E ({(x^), f(x n )), obter x, 
tal que f(x) = y. 


Formas de se resolver este problems: 

i) obter p n (x) que interpola f(x) em x 0 , x t , ...» x n e em seguida encontrar % tal 
que p n (x) = y (como mostra o excmplo que segue). 


Exemplo 10 

Dada a tabela abaixo, encontrar x tal que f(x) - 2: 


X 

0.5 

0.6 

0.7 

0.8 

0.9 

1.0 

f(x) 

1.65 

1.82 

2.01 

2.23 

2.46 

2.72 
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Como 2 G (1.82, 2.01), usaremos interpolate linear sobre x 0 = 0.6 e = 0.7. 
Assim, 


Pj(x) - f(x 0 ) 


x - 


x o 


*o ~ x i 


+ ffXj) 


X - X. 


X | - X 0 


. j -82 + 2 . 01 X - 0.6 


- 0.1 


0.1 


= - 18.2x + 12.74 + 20, lx - 12.06 


= 1.9x + 0.68. 


Entao p t (x) = 2 <=> 1.9x + 0.68 * 2 ** x - 2 ~ ^ 68 * 0.6947368. 

Neste case, nao conseguimos nem mesmo fazer uma estimativa do erro cometido, 
pois o que sabemos e medir o erro em se aproximar f(x) por p n (x), e aqui queremos medir 
o erro cometido sobre x e nao sobre f(x). 


ii) interpolate inversa: 

Se f(x) for inversivel num inter valo contendo y, entao faremos a interpolate 
de x = T^y) = g(y), 

Uma conditio para que uma funqao continua num intervalo [a, b] seja inversivel 
e que seja mondtona crescente (ou decrescente) neste intervalo. 

Se f(x) for dada na forma de tabela, supondo que f(x) 6 continua em (Xq, x n ), entao 
f(x) sera admitida como monotona crescente se f(x u ) < f(Xj) < ... < f(x n ) e decrescente se 
f(x 0 ) > f(x t ) > ... > f(X B ). 

Conforme dissemos acima, se a condigao anterior for satisfeita, o problema de se 
obter x tal que f(x) = y sera facilmente resolvido, se for obtido o polinomio p n (y) que 
interpola g(y) - sobre [y^ y n J. 

Para isto, basta considerar x como fungao de y e aplicar um metodo de interpola- 
te): x = H(y) = g(y) - p n (y). 
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Exemplo IT 

Dada a tabela 


X 

0 

0.1 

0.2 

0.3 

0.4 

0.5 

y = e x 

1 

1.1052 

1.2214 

1.3499 

1,4918 

1.6487 


Obter x, tal que e* = 1.3165, usando um processo de interpolaqao quadratica, 
Usaremos a forma de Newton para obter p 2 (y) que interpola f ^y). 

Assim, vamos construir a tabela de diferenqas divididas 
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p 2 (y) = g(yo> + (y - yo>giyo’ y if ♦ (y - yo^y - y t> sly©* yp yaJ 

p 2 (y) = 0.2 + (y - 1.2214) 0.7782 + (y - 1.2234)(y - 1.3499) (-0.2718) 
p 2 ( 1 .3 1 65) = 0.27487. 

Assim, e ° 27487 » 1.3165 (na calculadora, e a27487 = 1,31659). 

Neste caso, poderoos medir o erro seguindo os teoremas dados anteriormente, O erro 
cometido e definido por 

E(y) = r'(y) - p 0 (y) = g(y) - p n (y) 

No exemplo, temos que n = 2, entao. 

IE 2 (y)l<!(y- yo ) (y- yi ) (y - y 2 ) I 

M 3 = max! %"'(y ) I , y e fy 0 , y 2 ], Como f(x) = e* => g(y) = r ! (y) = ln(y) => 



=* i'(y) = ~ => g"(y) - -4 =* g"'(y) = \ 

y y z y 3 


m 3 = 


2 r =}> (M, = t = 1.0976.) 

3 J ft ' 


(1.2214) 


(1.22 1 4) J 


I E(1.3165) I ^ 1.0186 x lO^ 4 , que 6 um limitante superior para o erro. 

Da mesma forma, uma estimativa para o erro e dada por 

I E(y) ! = 1 (y - y^) (y - y,) (y - y 2 ) ( I m&xl diierengas divididas de ordem 3 I) 


I E(y) I « 1.11028 x 10^. 


5.6 SOBRE O GRAU DO POUN0MIO INTERPOLADOR 
5.6.1 ESCOLHA DO GRAU 

A tabela de diferengas divididas junto com a relagao entre diferenga dividida de ordem k e 
derivada de ordem k podern nos auxiliar na escolba do grau do poiinomio que usaremos para 
interpolar uma fungao f(x) dada. 
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Deve-se, em primeiro lugar, construir a tabela de diferengas divididas. Em se- 
guida, examinar as diferengas divididas da fungao na vizinhanga do ponto de interesse, Se 
nesta vizinhanga as diferengas divididas de ordem k sao praticamente constantes (ou se as 
diferengas de ordem (k + 1) variarem em tomo de zero), poderemos concluir que um poli- 
nomio interpolador de gran k sera o que meihor aproximara a fungao na regiao considerada 
na tabela. 


Por exempio, consideremos f(x) = Vx tabelada abaixo com quatro casas decimals; 


X 

1 

1.01 

1.02 

1.03 

1.04 

1.05 


1 

1.005 

1.01 

1.0149 

1.0198 

1 .0247 


X 

Ordem 0 

Ordem 1 

Ordem 2 

1 

1 

0.5 


1.01 

1.005 

0.5 

0 

1.02 

1.01 

0.49 

-0.5 

1.03 

1.0149 

0.49 

0 

1.04 

1.0198 

0.49 

0 

1.05 

1.0247 

! 

constantes 



Assim, no intervalo [1, 1.05] dizemos que um polindmio de grau 1 e uma boa 
aproximagao para f(x) - Vx . 
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5.6.2 FEN0MENO DE RUNGE 

Uma pergunta que surge € se a seqiiencia de polindmios de interpola§ao (p n (x)} converge para 
f(x) em fx Q , x j] se {(Xq, .... x n )} cobre o intervalo [a, b] (ou seja, se n -» «>). 

No caso em que x. +J - x^ = h, i = 0, 1, n - 1, ou seja, em que os pontos sSo 
igualmente espa^ados, o exemplo abaixo, conhecido como 'fenomeno de Runge”, ilustra o fato 
de que e de se esperar divergences neste caso. 


Exemplo 12 


Considere f(x) = r tabelada no intervalo [-1, 1] nos pontos X- 

1 + 25i 1 

i — 0 , 1 ,..., n. 


= -1 + 


2i 


O grafico a seguir apresenta a curva f(x), o polindmio de grau n = 10 que 
interpola f(x) em x-, i = 0, ..., 10 e o polindmio de Chebyshev que a interpola em 

(2i + 1 




: f(x) = 1/<1 + 25x 2 ) 

— : polindmio que interpola f nos pontos Xj, I = 0, ... 10 

: polindmio interpolador de Chebyshev nos pontos x ( acima 


Figura 5.3 
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Mostra-se que f f(x) - p n (x) I se torna arbitrariamente grande errs pontos do intervaio 
[-5, 5], sene suficientemente grande. 

No Capftulo 6 de Isaacson & Keller [17], est£ demonstrado que, sendo 

f(x) = — - — r » x- = - 5 + j Ax, j = 0, 1 n e 

1 + J 

Ax - para I x I > 3.63. ..(x e [-5, 5]), quando n — * «•, p n (x) diverge de f(x). 


Existem v&rias altemativas, entre as quais: 

i) Nao aproximar f(x) por polinomios; no caso, como f(x) = — - — » seriam indi- 

P 2 (*) 

cadas fun9oes racionais, o que estd fora do esprnto deste capftulo. 

ii) Trocar aproxima9ao em pontos iguaimeme espa^ados por aproxima^ao em nos de 

Chebyshev : Xj = ^ + n - — — i = 0, 1, n, onde 

2i + 1 

2n + 2 71 

J 

a qual distribui mais homogeneamente o erro. 

Hi) Usar fun^oes spline (onde temos convergencia garantida). 


^ = cos 


5.7 FUNQdES SPLINE EM INTERPOLAQAO 

Se a fun^ao f(x) est£ tabelada em (n+1) pontos e a aproximarmos por um polinomio de grau n 
que a interpola sobre os pontos tabelados, o resultado dessa aproxima^ao pode ser desastroso, 
conforme vimos no Exemplo 12. 
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Uma alteraativa 6 interpolar f(x) em grupos de poucos pontos, obtendo-se polind- 
mio de grau menor, e impor eondiqoes para que a fungao de aproximagao seja contmua e 
tenha derivadas continuas ate uma certa ordem. 

A Figura 5.4 mostra o caso em que aproximamos a fungao por uma fungao linear 
por partes, que denotaremos S^x). 



Observamos que a fungao Sj(x) e contmua, mas nao 6 derivivel em todo o inter- 
val o (x 0 , x 4 ), uma vez que S'j (x) nao existe para x = Xj, 1 *5 i 3. 

Podemos optar tambem por, a cada 3 pontos: x j5 x i+1 , x i+2 , passar um polinomio 
de grau 2 e, neste caso, teremos tambem garantia s6 de continuidade da fungao que vai 
aproximar f(x). 
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Figura 5.5 


No caso das fungoes spline, a opgao feita e aptoximar a fungao label ada, ein cada 
subintervalo [x., x i+l ], por um polinomio de grau p, com algumas imposigoes sobre a fungao 
conforme a definigao a seguir. 

DEFINICAO: 

Considere a fungao f(x) tabelada nos pontos x 0 < x ( < ... < x Q . 

Uma fungao 5 p (x) e denominada spline de grau p com nos nos pontos x j? 
i = 0, 1, □, se satisfaz as seguintes condigbes: 

a) em cada subintervalo [x j? x i+1 ], i = 0, 1 (n - 1), S p (x) 6 um polindmio de 

grau p: s p (x), 

b) S p (x) e continua e tern derivada con tin ua ate ordem (p - 1) em [a, b]. 

Se, al&n disto, S p (x) tambem satisfaz a condigao: 

c) S p (Xj) = ftxj), i = entao sera denominada spline interpolante. 

A origexn do nome spline vem de uma regua elastica, usada em desenhos de 
engenharia, que pode ser eurvada de forma a passar por um dado con junto de pontos (x f , y-), 
que tem o nome de spline. Sob certas hipoteses (de acordo com a teoria da eiasticidadc) a 
curva definida pela r£gua pode ser descrita aproximadamente como sendo uma fungao por 
partes, cada qual um polinomio cubico, de tal forma que el a e suas duas primeiras derivadas 
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sao contfnuas sempre. A terceira derivada, entretanto, pode ter descon tinuidades nos pontos 
Xj. Tal fungao e uma spline cubica interpolante com n6s nos pontos x j5 segundo a definigao 
anterior. 


5.7.1 SPLINE UNEAR INTERPOLANTE 


A fungao spline linear interpolante de f(x), S t (x), nos nos x QJ x,,..., x n pode ser escrita em 
cada subintervalo [Xj_p Xjj, i * l t 2, .... n como 


Sj (x) - . ,) 


— 

x i - *i-i 


+ «*j> 


X - X 


i- 1 




X- 


5 V x e [x. _j, Xj]. 


Verificagao: 

a) S A (x) e polindmio de grau 1 em cada subintervalo [x j lt x.], por definigao; 

b) S L (x) e continua em (x s p x.), por definigao, e, nos n6s x t , reaimente Sj esta 
bem definida, pois: 

s^Xj) = s i+1 (xj) - f(xj) => Sj(x) e continua em [a, b] e, portanto, Sj(x) e spline 
linear; 

c ) SjCxj) = s^) = f(xj) =s> S t (x) 6 spline linear interpolante de f(x) nos nos 

X 0’ X l>” - ’ X « ’ 

Exemplo 13 

Achar a fungao spline linear que interpola a fungao tabelada: 



*o 

X 1 

x 2 

*3 

X 

1 

2 

5 

7 

f(x) 

1 

2 

3 

2.5 
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De acordo com a definigao. 


Sj(x) - f^) 


Xj - X 


Xt - 


*0 


+ f(Xj) 


, 2 - x x - 1 
- 1 _ r + 2 


2 - 1 


2 - 1 


X - *o 
*1 ” *0 

' 2 - x + 2x - 2 = x, x E [1, 2] 


S 2 (x) - f(Xj) 


X 2 - x 
X 2 * Xj 


+ f(x 2 ) 


X - X, 


X 2 - X, 


- 2 + 3 | (5 - x) + x - 2 « | (x + 4) , x E [2, 5] 


s 3 {x) - f(x 2 ) 


*3 - x 

X 3 - X 2 


+ f(x 3 > 


x - x* 


X 3 - X 2 


- 3 l * + 2.5 * 1 - ^ {-0.5x + 8.5) , x E [5,7]. 


7-5 


7-5 2 
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5.7.2 SPLINE CUBICA INTERPOLANTE 

A spline linear apresenta a de s vantage m de ter derivada priraeira descontinua nos nos. 

Se usarmos splines quadraticas, teremos que S 2 (x) tera derivadas conltnuas ate 
ordem 1 apenas e, portanto, a curvatura de S 2 (x) pode trocar nos nos. For esta razao, as 
splines cubicas sao mais usadas. 

Uma spline cubica, S 3 (x), e uma fungao polinomial por partes, continua, onde 
cada parte, s k (x), e um polinomio de grau 3 no intervalo [x kl , x k ], k = 1, 2, n. 

S 3 (x) tem a primeira e segunda derivadas continuas, o que faz com que a curva 
S 3 (x) nao tenha picos e nem troque abruptamente de curvatura nos n6s. 

Vamos reescrever a definigao de spline cubica interpolante: 

Supondo que f(x) esteja tabelada nos pontos x if i = 0, 1, 2,..., n a fungao S 3 (x) e 
chamada spline cubica interpolante de f(x) nos nos x ; , i = 0,..., n se existem n polinomios 
de grau 3, s k (x), k = 1, n tais que: 

0 s 3 ( x ) = SfcO) para x e [x k _j, x k ], k - 1, n 

ii) S 3 (Xj) = f(Xj), i = 0, 1, ...» n 

iii) s k (x k ) = s k+1 (x k ), k = 1, 2, (n - 1) 

iv) sj t (x k ) - s k + t (x k ), k = 1, 2, (n - 1) 

v) 4'Og = X (x k ) t k = 1, 2 , (n - 1) 

Para simplicidade de notagao, escreveremos s k (x) = a k (x - x k ) 3 + b k (x - x k ) 2 + 
c k (x - x t ) + d k , k - I, 2, n. 

Assim, o cdlculo de S 3 (x) exige a determinagao de 4 coeficientes para cada k, num 
total de 4n coeficientes: a t , b p Cj, d 1? a 2 , b 2 , ...» a n , b n , c B , d n . 

Impondo as condigoes para que S 3 (x) seja spline interpolante de f em x n 

teremos: 


(n + 1) condigoes para que S 3 (x) interpole f(x) nos nos; 

(n - 1) condigoes para que S 3 (x) esteja bem definida nos nos (continuidade de 
S 3 (x) em [Xg, xj); 


Cap. 5 Interpolagao 


249 


(n — 1) condigoes para que S 3 (x) seja continua em [x 0 , xj; e 

(n - 1) condigoes para que S 3 (x) seja contmua em [x 0 , xj, num total de (n+1 + 

3(n - 1)) = 4n - 2 condigoes. Portanto temos duas condigoes em aberto. Essas condigoes 
podem ser impostas de acordo com informagoes fisicas que tenhamos sobre o problem a etc; 
citaremos mais adiante algumas opgoes, dentre as mais usadas. 

De acordo com a definigao que demos para cada s k (x), a condigao (!) da definigao 
de S 3 (x) esta automaticamente satisfeita. 

Para impor a condigao (it) montamos, para k = 1, n, as equagoes: 

(1) s k (x k ) = d k = f(x k ), as quais devemos acrescentar mais a equagao: 

(2) SjfXfj) - f(x 0 ) => -a { h^ + bjhf - c 1 h 1 + d k = f(x 0 ) onde usamos a notagao 
h k = x k — coin k - 1. 

A condigao (tit) € satisfeita atraves das (n - 1) equagoes: para k = 1, (n - 1), 
s k + i(x k ) = f(x k ), ou seja; 

(3) - a k + 1 hj + j + b k + j + j - c k + 1 h k + 1 + d k + 1 = f(x k ). 

Para impor as condigoes (tv) e (v), precisaremos das derivadas das s k (x): 

(4) s£(x) = 3a k (x - x k ) 2 + 2b k (x - x k ) + c k 

(5) s k (x) = 6a k (x - + 2b k , 

Observamos que (x k ) = 2b k , Asstm, cada coeficiente b k pode ser escrito em 
fungao de (x k ): 


(6) b k = 


( x k) 


2 


250 


Cdlcuto Numdrico Cap. S 


Analogamente, como s£ (x k _ t ) = -6a (c h k + 2b k , podemos tambem escrever a k 
em fungao das derivadas segundas nos nos pois 


2 b k - _ % (\) - 

*“ ’ “ 6h k 6^ " 

e, impondo agora a condigao (v), (s£ (x k _ j) = s£'_ x (x k _ j)), obtemos: 

^ Sk'(x t ) - s£_i (x k _ x ) 

(7) a v = — — — . Observamos que, no caso k = 1, estamos intro- 

6h k 

duzindo uma variavel, Sq (x 0 ), arbitraria. 

Uma vez que d k ~ f(x k ) e ja expressamos a k e b k , podemos usar (2) e (3) para 
term os c k tambem em fungao das derivadas segundas nos nos. Observamos que tirar c t da 
equagao (2) e, para k = (n - 1) usar (3) e o mesmo que, para k - 1, 2, n, 
termos: 


(8) c k - 


-f(x k _i) - + b k h| + d,, 


f K>_- f(*k - i> . . , ... 

■ - (ajhf - b k h k ) 

n k 

f(x k ) - f(x k _ t ) f [sj; (x k ) - 4' (x k _ T )] L Sjj <X k ) 

\ ■ 1 « hk 


) 


ou seja; 


Ck = 


f(x k ) - f(x k _ x ) -2s£ (x k )h k - <x k _ i)h k 


Se usarmos mais as notagoes 
Sk' ( x k) = Sk e 
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(9) a k 


gk ~ gk-1 
6h k 




+ 


2 hfcgk + gk-l h k 

6 


e 


(12) d t = y k - 

Assim, para k = 1, 2, n, podemos calcular todos os coeficientes de s k (x) em 
fungao de g- = s-' (x-), j = 0, 1, .... n. 

Impondo agora a condt<;ao (rv) que ainda nao foi utilizada, 
k = 1, 2, (n - 1) teremos: 

= c k “ ^ a k+ l h 5 + l “ 2 ^k + l h k + l + c k + 1 
donde c k + x = c k - 3^ + i hj + x + 2b k + x h k + t 
e, usando (9), (10) e (11) 

^k + 1 — ^k ^k+lSk + l + Sk^k + 1 


6 


Vk ~ y k _i 

■ , + 



6 6 




Agrupando os termos semelhantes, para k = 1, n-1, 
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+ “ ^k + 1 “ 2h fc + i) g k+1 ] * 

_ yk + i - yk _ yk - Yk-i 

h k+l h k 


ou seja: 


(13) h k g k _, + 2(h k 


+ h k+l) Sk + h k+l Sk+1 “ 6 


f yk + i - yk 

k h k+ 1 


yk - yk-i\ 


que e um sistema de equaqoes lineares com (n - 1) equagoes (k = 1, (n - 1)) e (n+1) 
incognitas: g^,. g n _ 1 , ^ e, portanto, indeterminado, Ax - b 

onde x - (gQ, g p ... gj 1 


1 hj 2(hj + hj) h 2 

h 2 2(h 2 + h 3 ) 


h n-l 2( h n-l +h B) h n 


/(n - 1) x (b + 1) 


b = 6 


h - yi _ yi - yo ^ 

h 2 h l 

y 3 - y2 yi - yi 


y n - yn-i _ y n -i - y n -2 




K- 


i 


/{a - 1) x 1 
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Para podennos resolver esse sistema, de forma unica, teremos de impor mais duas 
condigoes conforme jd comentamos. 

De posse da solugao, af entao poderemos determinar a t , b k , c^, e d k , para cada 

s k<*>- 

ALGUMAS ALTERNATES: 

1) (Xq) = go = 0 e S^'(x n ) = g n = 0, que 6 chamada spline natural. 

Esta escolha e equivalente a supor que os polinomios cubicos nos intervaios 
extremos ou sao lineares ou prbximos de fungoes lineares. 

2) gg - gj. g n - g^p que € equivalente a supor que as cubicas sao aproxi- 
madamente parabolas, nos extremos. 

3) Impor valores para as inclinagoes em cada extremo, por exemplo S3 (x^) = A 
e S3 (x n ) = B, o que nos fomecera as duas equagoes adicionais: 

s\ (Xq) = 3ajh 2 - 2l> 1 h + Cj = A 

4W = c n = B - 


Exemplo 14 

Vamos encontrar uma aproximagao para f(0.25) por spline cdbica natural, interpolate da 
tabela: 


X 

0 

0.5 

1.0 

1.5 

2.0 

f(x) 

3 

1.8616 

-0.5571 

-4.1987 

-9.0536 


Temos 4 subdivisoes do intervalo [0, 2.0], donde n = 4, e portanto temos de 
determinar s t (x), s 2 (x), s 3 (x) e s 4 (x) resol vendo, para 1 ^ k *£ 3 (n - 1 = 3), o sistema: 
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(14) h k g k _ 3 + 2(h k + ^k+l^Sk + ^k+1 8k+l ~ 


fy t+i - yk _ yk - Yk- i 1 

+ 1 ^k 


No nosso exemplo, h k = h = 0.5. Assim, (14) fica: 


( 15 ) h Sk-i + 4h &k + h Sk+i = r (yk+i - 2 yk + yk-i) 


h 8o + 4h 8l + h §2 = ^(y2 - 2 Yl + Yo) 

hgi + 4hg 2 + hg 3 - j|(y 3 - 2y 2 + y x ) 

6 

hg 2 + 4hg 3 + hg 4 * -(y 4 - 2y 3 + y 2 ) 


Como queremos a spline cubica natural, g 0 = g 4 = 0, e entao o sistema a ser 
resol vido sera: 


4hgi + hg 2 = (6/h) (y 2 - 2y x + y 0 ) 

hg x + 4 hg 2 + hg 3 = (6/h) (y 3 - 2y 2 + y a ) 

hg 2 + 4hg 3 = (6/h) (y 4 - 2y 3 + y 2 ) 


' 4h 

h 

h 

4h 

0 ) 

h 


s i ] 

82 

6 

" h 

0 

h 

4h 

) 


M 

v 


Y2 - 2 Yl + Yo ' 
Y3 - 2 Y2 + Yl 
y 4 - 2 Y3 + Y 2 j 


e, substituindo os valores de h e de y if 0 i 4, 


t 2 

0.5 

0 > 


' 8i ' 


f -15.3636 ^ 

0.5 

2 

0.5 


82 

= 

-14.6748 

0 

0.5 

2 

) 




-14.5598 

/ 


na$ao de Gauss nos fomece 


cuja solu$ao pelo metodo da Elimi 
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g 3 — -6.252 
g 2 - -4.111 

gj = -6.6541, com 4 casas decimals. 

Levando estes valores em a k , b kt c k e d k encontramos s 2 (x), s 3 (x) e s 4 (x). 
Como queremos uma aproxima^ao para f(0,25), f(0.25) - s^O.25) e s 1 (x) = a x (x - Xj) 3 + 

b,(x - x t ) 2 + c,(x - x t ) + dj onde, por (9), (10), (11) e (12), 


a l 


Si zJo 

6h 


-6.6541 

3 


- 2.2180 



-3.3270 


c l 


Yl - yo 2h Si + So h 

— ; — - + 7 


- - 3.3858 


d l = y l = 1.8616 


S ]( 0 . 25 ) = - 2.2180 (- 0 . 25) 3 - 3.3270 ( 0 . 25) 2 - 3.3858 (- 0 . 25 ) + 1.8616 = 2 . 5348 . 


Assim, por spline cubica natural interpolate, 
f(0.25) - s 1 (0.25) - 2.5348. 


5.8 ALGUNS COMENTARIOS SOBRE INTERPOLAQAO 

1. Sob o conceito de interpolagao desenvolvido neste capitulo, ao interpolarmos 
um polinomio de grau n por um polinomio de gran ^ n obteremos o polinomio original. 
Verifique! 

2. Seja interpolar f(x) sobre x 0 , x p ..„ x B , n + 1 pontos distintos igualmente espa- 
$ados. Mostra-se que G(x) = (x - x 0 ) (x - Xj) ... (x - x n ) assume seu modulo maximo num 
dos intervalos (x 0 , x t ) ou (x nl , x n ), conforme a referenda [17]. Assim, se formos usar 
(k + 1) pontos de interpola^ao, ksn, (polinomio de grau k) e se tivermos possibilidade 
de escolha destes pontos, dado x, devemos escolher x Q , Xj,..., x k de tai forma que x fique o 
mais central possivel no intervalo [x 0 , x k ]. 
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Por exemplo, seja aproximar f(0.37) por polinomio de interpolagao de grau ^ 4: 


X 

0 

0.1 

0.2 

0.3 

0.4 

0.5 

0.6 

0.7 

0.8 

f(x) 

fo 

f] 

fj 

h 

U 

k 

^6 

h 

k 


Devemos escolher {x^, x Jt x 2 , x 3 , x 4 } = {0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6}, pois 0.37 esta 
mais prdximo de 0,6 que de 0.1. 

3. O matemdtico russo P. L. Chebyshev provou que, entre todos os poliuomios do 
tipo G(x) = (x - Xq) (x - Xj).„ (x - x n ), o que apresenta menor valor para max I G(x) I , 

* e [x 0 . * B l 

conhecida como propriedade MIN MAX, e o polinomio no qual os x t , i = 0, 1, ..., n sao os 
nds de Chebyshev. 

Tendo a liberdade de tabelar f(x) no intervalo [x 0 ,x n ], devemos escolher para x fl , 
Xj,..., x n os nos de Chebyshev. 

EXERCICIOS 

1. Dada a tabela abaixo, 

a ) Calcule e 31 usando urn polinomio de interpolagao sobre tres pontos. 

b) De um limitante para o erro cometido. 


X 

2.4 

2.6 

2.8 

3.0 

3.2 

3.4 

3.6 

3.8 

e* 

11.02 

13.46 

16.44 

20.08 

24.53 

29.96 

36.59 

44.70 


2. Verifique que na interpola^ao linear 


I E(x) I ^ 


B 


onde h = x j ~ Xq . 
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3. Resolva o exercicio proposto na introdugao deste capitulo. Verifique que um polinomio 
de grau 2 e uma boa escolha para obter f(32.5); use um process© de interpolagao linear 
para obter o ponto x para o qual f(x) = 0.99837, 

4, Dados: 


w 

0.1 

0.2 

0.4 

0.6 

0.8 

0.9 

f(w) 

0.905 

0.819 

0.67 

0.549 

0.449 

0.407 

X 

1 

1.2 

1.4 

1.7 

1.8 


g(x) 

0.210 

0.320 

0.480 

0.560 

0.780 


Calcule o valor aproximado de x tal que f(g(x)) - 

0.6, usando polinomios interpolantes 


de grau 2, 

5. Queremos construir uma tabela que contenha valores de cos(x) para pontos igualmente 
espagados no intervalo I = [1, 2], 

Qual deve ser o menor numero de pontos desta tabela para se obter, a partir dela, o 
cos(x), usando interpolagao linear com erro menor que 10 -6 para qualqueT x no inter- 
valo [1, 2]? 

6. Consideremos o problema de interpolagao para sen(x), numa tabela de pontos igual- 
mente espagados com intervalo h, usando um polinomio de 2 a grau. Fazendo x 0 = — h, 
x L - 0, x 2 = h mostre que: 

I E(x) | <£ & b 3 

7. Sabendo-se que a equagao x — e -x = 0 ad mite uma raiz no intervalo (0, 1), determine o 
valor desta raiz usando interpolagao quadrfitica. Estime o erro cometido, se possivel. 
Justifique! 

8. Com que grau de precisao podemos calcular VTl5 usando interpolagao sobre os pontos: 
x 0 = 100, Xj = 121 e x 2 = 144? 
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9. Construa a tabela de diferenqas divididas com os dados 


X 

0.0 

0.5 

1.0 

1.5 

2.0 

2.5 

f(x) 

-2.78 

-2.241 

-1.65 

-0.594 

1.34 

4.564 


a) Estime o valor de f(1.23) da melhor maneira possfvel, de forma que se possa 
estimar o erro cometido. 

h) Justifique o grau do polindmio que voce escolheu para resolver o item (a). 


10. Seja a tabela: 


X 

0.15 

0.20 

0.25 

0.30 

0.35 

0.40 

f(x) 

0.12 

0.16 

0.19 

0.22 

0.25 

0.27 


Usando um polindmio interpolador de grau 2, trabalhe de dots modos diferentes para 
obter o valor estimado de x para o qua! f(x) = 0.23, De uma estunativa do erro 
cometido em cada case, se possivel. 

11. Construa uma tabela para a funqao f(x) - cos(x) usando os pontos: 0.8, 0.9, 1.0, 1.1, 
1.2 e 1.3. Obtenha um polindmio de grau 3 para estimar cos(1.07) e forneqa um 
llmitante superior para o erro. 


12. Seja a tabela 


x 


f(x) 


-1 



0 


b 


1 


c 


3 


d 


e seja p Q (x) o polindmio que interpola f(x) em -1, 0, 1 e 3. lmpontaa conduces sobre 
a, b, c, d para que se tenha n = 2. 
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n 

13, Sendo p n (x) = ^ ° P oiin6m i° que interpola f(x) em x Q , x n na forma 

k-0 


de Lagrange, mostre que 


2 4 U-1.V X. 

k = 0 

(Sugestao: interpole a funqao f(x) si.) 


14. Seja p n (x) o polinomio de grau *5 n que interpola f(x) em x 0 , x lf ...» x Q escrito na forma 
de Newton. 

a) Escreva um algoritmo para avaliar p n (x), x E [x^, x n ] semelhante ao algoritmo dos 
parenteses encaixados descrito na Seqio 2.5.3. 

b ) Dada a tabela 


X 

0 

0.2618 

0.5234 

0.7854 

1.0472 

1.309 

f(x) 

0 

1.0353 

2 

2.8284 

3.4641 

3.8637 


Obtenha uma aproximaqao para f(0.6) usando polinomio de grau 4, avaliando p 4 (0.6) 
atraves do algoritmo obtido no item (a). 

15. Um outro conceito de interpolaqao code aproximar uma funqao f(x), numa vizinhanqa 
de um ponto a, por um polinomio p(x) que interpole em a: f(x), f {x)» ...» f* Q) (x), ou 
seja, p(a) = f(a); p'(a) - f(a); ... p< n) (°0 = tf n >(a); (estamos supondo qne nesta 
vizinhanqa a funqao f possua derivada ate ordem n, pelo menos.), 

a) Verifique que existe um unico polinomio p n (x), de grau *£ n, que satisfaz as 
condiqoes actma. 

(Sugestao: p ft (x) = C 0 + Cj(x - a) + ... + C n (x - a) n .) 

(Observaqao: o polinomio p n (x) acima 6 conhecido como a fdrmula de Taylor da funqao 
f(x) em tomo de a.) 


260 


Cdlculo Numeric# Cap. 5 


b) Seja f(x) = sen(x) e (-3, 4) uma vizinhan^a de a = 0. Encontre p 2 > P 3 . P 4 e P 5 
que interpolam f em x = 0, do sentido acima. 

c) Faqa uma comparagao grafica da fiiuqao sen(x) com p 1 (x), p 3 (x) e p 5 (x) desenhan- 
do as quatro fun^oes num mesmo gr^fico cartesiano, 

16, Dados a = x 0 < Xj ... < x a = b e f(x 0 ),..., f(x n ), sejam tp 0 (x), (p 1 (x), cp n (x) definidas 
por 


tp 0 (x) = 1 


X l - X 
Xj - X 0 


* X e [XQ , Xj] 


0 , X Xj 


<p„(x) - 


0 


X ^ X 


n - 1 


X ~ X, 


n - 1 


X D - *1,-1 


* e K-J. *J 


e, para i = 1, 2,..., n-1, 


<Pj(x) = 


0 , x =£ Xj_ a 


X - X 


i-1 


x i ~ x i-l 


x i + l ~ x 

*1+1 ” x i 


X e [Xj_i, xj 


X G [x ir X i + 1 j 
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a) Faga o grafico de tp 0 (x), qp n (x) e cpj(x) generica. 

n 

b) Verifique que S^x) - ^ f(Xj)<p s (x) e a spline linear que interpola f(x) cm 

Xq,..., X n . i — 0 

17. Considere a tabela abaixo. Usando um polinomio interpolador de grau 3 determine x tal 
que f(x) = 2.3. Justifique a escolha do processo. 


X 

0.0 

0.2 

0.4 

0.6 

0.8 

1.0 

f(x) 

1.0 

1.2408 

1.5735 

2.0333 

2.6965 

3.7183 


18. Considere a tabela: 


X 

0 

1.2 

2.3 

3.1 

3.9 

f(x) 

0 

1.5 

5.3 

9.5 

10 


De uma aproximagao para a raiz da equagao f(x) = 2 utilizando interpolagao quadratica. 
Tente encontrar mais de uma maneira de Tesolver este probiema. 


PROJiTOS 

1. FORMA DE NEWTON GREGORY PARA 0 POLIN6MIO INTERPOLADOR 

No caso em que os nos da interpolagao x 0 » x p ..., x n sao igualmente espagados, podemos 
usar a forma de Newton-Gregory para obter p n (x). Estudaremos inicialmente o operador de 
diferengas ordin&rias : 
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Sejam x 0 , x 15 x 2? ... pontos que se sucedem com passo h f isto 6, x. = x Q + jh. 
Chamamos operador de diferengas ordinarias: 

Af(x) = f(x + h) - f(x) 

A 2 f(x) - Af(x + h) - M(x) 


A B f(x) = A nl f(x + fa) - A n ' L f(x) 
e natuialmente A°f(x) * f(x). 


Da mesma maneira que com as diferengas divididas, conhecida f(x) ou conhecidos 
seus valores em x Q , x p ..., x B , podemos construir uma tabeia de diferenqas ordinarias: 


v o 


f(x) 


f ( x o) 


f(xO 


f(x 2 ) 


f(x 5 ) 


Af(x) 


Af(x 0 ) 


Af(x x ) 


Af(x 2 ) 


A2f(x) 


A 2 f(x 0 ) 


A 2 f(x x ) 


etc. 
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For exemplo: 

Seja f(x) tabelada abaixo: 


X 

-1 

0 

1 

2 

3 

f(x) 

2 

1 

2 

5 

10 


A tabela de diferengas ordinarias sera: 


X 

f(x) 

Af(x) 

A 2 f(x) 

A 3 f(x) 

-1 

0 

© 



0 

1 

1 

© 

0 

l 

2 

3 

2 

0 

2 

5 

5 

2 


3 

10 
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TEOREMA 


Se Xj - Xg + jh, j = 0, 1 , 2 ,..., n entao f[x 0 , Xj, xj = 


A n f(Xp) 

h°n! 


DEMONSTRAC^AO (por indu^ao) 
n = 1 


*1*0 » xj = 


f(x t ) - f(xQ) f(xo + h) - f(xp) Affxp) 
Xj - Xq h “ h(l!) 


A n “ l f(x ) 

Sopowto ^ - _____ 


* temos 


f [X q , Xj j ■ • ■ j X n ] *> 


f [Xj » x 2 t . . . , X D ] — f[Xg , Xj , . . . , Xjj _ |] 
x a - x 0 

A° ~ iffXj) A^-^Xg) 


h n ~ 1 (n - 1)! h"- 1 ^ - 1)? 

nh 


A“- ] f( x 0 + h) - A°-‘{(x 0 ) A°f(x 0 ) 

h n-1 {n - 1)! nh h Q n! 
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Pede-se: 

i) Considere a tabela: 


X 

Xg Xj ... X^ 

f(x) 

f(x 0 ) f(x x ) . . . fW 


onde os nos de interpolagao sao tais que: Xj +1 - = h, j = 0, (n-1). 

Partindo da forma de Newton para p n (x) e usando o teorema anterior, verifique 

que: 

Aff^) 

p a (x) - f(x 0 ) + (x - Xq) — ^ — + (x - x Q ) {x - Xj) — + ... + 

A n f(x 0 ) 

+ (x - x °> (x - x >> - (x - x -> ) nsr 

que e a forma de Newton-Gregory para o polmomio interpolador. 

ii) Usando a forma de Newton-Gregory para p 3 (x) obtenha uma aproximagao 
para f(2.7), onde f(x) e a fungao tabeiada a seguir: 


X 

1 

2 

3 

4 

5 

f(x) 

0 

1.3863 

2.1972 

2.7726 

3.2189 
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iii) A forma de Newton-Gregory para p n (x) pode ser simplificada, se usarmos 
uma mudanga de variaveis: 

x - 

— X = sh - x 0 


dal, 

(x - X.) = sh + X 0 - (Xq + jh) = (s - j)h. 

Us an do esta troca de variaveis, esc rev a a forma geral para p n (x). 


2. FENOMENO DE RUNGE 


Considere a fun^ao f(x) « 


~z do Exemplo 12 e o intervalo [a, bj = [-5, 5]. O 


1 + 25x 2 

objetivo deste projeto e constatar o fenomeno de Range e asar as alteraativas: spline Linear 
e spline cubica interpolates. 


Considere: 

p n (x): polmomio de grau k que interpola f(x) em x 0 , x p ..., x k 
Sj(x): spline linear interpolante em x 0 , x p x k 
S 3 (x): spline cubica interpolante em x 0 , x p x fc 

onde x 0 , x p ..., x n sao (k+1) pontos igualmente espaqados no intervalo [-5, 5], 
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Realize 3 conjuntos de testes, fazendo k assurair os valores 5, 10 e 20, e em cad a 
teste, calcule: 


max | fiCzj) - p k (Zj)j s 
l ^ i ^ 50 


max Ififx.) - S l (Z|)| e 

t i « 50 


mix (f(Zj) - S 3 (z i ) l 
1 i < 50 


onde Zj = -5 + Q.2i, i = 0, 1, 2, .... 50. 

Compare os resultados obtidos. 


% 

Makron 

Books 


CAPlTULO 



AJUSTE DE CURVAS PELO METODO 
DOS QUADRADOS MINIMOS 


6.1 INTRODUgAO 


Vimos, no Capftulo 5, que uma forma de se trabalhar com uma funqao definida por uma 
tabela de valores € a interpolagao polinomial. 

Contudo a interpolagao nao e aconselhavel quando: 

a) 6 preciso obter um valor aproximado da fungao em algum ponto fora do 
intervalo de label am ento, ou seja, quando se quer extrapolar; 

b) os valores tabelados sao resultados de algum experimento fisico on de alguma 
pesquisa, porque, nestes casos, estes valores poderao con ter erros inerentes 
que, em geral, nao sao previsiveis. 

Surge entao a necessidade de se ajustar a estas fungoes tabeladas uma fungao que 
seja uma “boa aproximagao” para os valores tabelados e que nos permita “extrapolar” com 
certa margem de seguranga. 
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6.1.1 CASO DISCRETO 

O problems do ajuste de curvas no caso era que temos uma label a de pontos (x L , f(xj)), (x 2 , 
f(x 2 )), (x m , f{x m >) com Xj, x 2 , ..., x m , pertencentes a urn intervalo (a, b], consiste em: “esco- 

lhidas” n fungoes g t (x), g 2 (x), ..., g n (x), continuas em [a, b], obter n constantes a,, 0^ a n 

tais que a funsao <p(x) = ttjg^x) + ctjg^x) + ... o, [1 g rt (x) se aproxime ao m&ximo de f(x). 

Dizemos que este e um model© matem&tico linear porque os coeficientes a detenu 
nar, (Xj, a,, tx n , aparecem linearmente, embora as fun^oes g,{x), g 2 (x) t g n (x) possam ser 

fumjoes nao line ares de x T como por exemplo, gj(x) = e x , g 2 (x) = (1 + x 2 ) etc. 

Surge aqui a primeira pergunta: como escolher as fun^oes continuas gj(x), ... ? g n (x)? 

A escolha das fuu^des pode ser feita observando o gr^fico dos pontos tabelados ou 
baseando-se em fundamentos tedricos do experimento que nos fomeceu a tabela. 

Portanto, dada uma tabela de pontos (x,, f(Xj )), (x m , f(x m )), deve-se, em primeiro 

lugar, colocar estes pontos num grdfico cartesiano. O grafico resultante 6 chamado diagrama de 
dispersao, Atrav6s deste diagrama pode-se visualizar a curva que melhor se ajusta aos dados. 


Exemplo 1 

a) Seja a tabela 


X 

-1.0 

-0.75 

-0.6 

-0.5 

-0.3 

0 

0.2 

0.4 

0.5 

0.7 

1.0 

f(x) 

2.05 

1.153 

0.45 

0.4 

0.5 

0 

0.2 

0.6 

0.512 

1.2 

2.05 


O diagrama de dispersao e apresentado na Figura 6.1. 

Portanto, e natural escolhermos apenas uma fun?ao gj(x) - x 2 e procurarmos entao 
(pfx) = ax 2 (equa^ao geral de uma parabola passando pel a origem). 
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b) Se considerarmos uraa experiencia onde foram medidos varios valores de cor- 
relate eletrica que passa por uraa resistSncia submetida a van as tensoes, colo- 
cando os valores correspondentes de coirente e tensao em am grafico, poderemos 
ter 



Figura 6.2 
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Neste caso, existe uma fundamentagao teorica relacionando a corrente com a 
tensao V * Ri, isto e, V e uma fungao linear de i. 

Assim, gj(i) = i e <p(i) = agj(i). 

Surge agora a segunda pergunta: qua! parabola com equagao ax 2 se ajusta melhor 
ao diagrama do Exemplo la) e qual reta, passando pela or i gem, melhor se ajusta ao diagra- 
ma do Exemplo lb)? 

No caso geral, escolhidas as fungoes g 1 (x), g 2 (x), g n (x) temos de estabe- 
lecer o conceito de proximidade entre as fungoes q>(x) e f(x) para obter as constantes 
^2? 

Uma idda € impor que o desvio (f(xj) - q^)) seja minimo para i = 1, 2, m. 

Existem varias formas de impor que os desvios sejam minimos; o desenvolvimento que 
faremos, tanto no caso discreto como no caso con tin uo, e conhecido como o m€todo dos 
quadrados minimos. 

6.1.2 CASOCONTINUO 

No caso continuo, o problems de ajuste de curvas consiste em: dada uma fungao f(x) 
continua num intervale fa, b] e escolhidas as fungoes gj(x), g 2 (x), .... g n (x) todas conti- 
nuas em [a, b], determinar n constantes a 1? a 2 , ..., de modo que a fungao 

qp(x) - djgjfx) + 02 g 2 (x) + ... + a n g n (x) se aproxime “ao maximo” de f(x) no intervalo 
[a, b]. 

Supondo, por exemplo, que se quer obter entre todas as retas aquela que fica 
“mais proxima” de f(x) = 4x 3 , num intervalo [a, b] teremos, neste caso, g^(x) = 1 e 
g 2 (x) = x; assim, € preciso encontrar os coeficientes aj e ttj tais que a fungao 
<p(x) - a 1 g 1 (x) + ct 2 g 2 (x) se “aproxime ao m&ximo” de f(x). 

Novamente o problema o que significa “ficar mais proxima”? 

Uma id£ia e escolher a fungao tp(x) de tal forma que o modulo da area sob a curva 
(p(x) - f(x) seja minimo. 
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6.2 METODO DOS QUADRADOS MINIMOS 

6.2.1 CASO DISCRETO 

Sejam dados os pontos (x 1? f(Xj)), (x 2 , f^)), ..., (x m> f(x m )) e as n fringes gl (x), g 2 (x), g^x) 
escolhidas de alguma forma. 

Consideraremos que o numero de pontos m, tabelados, € sempre maior ou igual a 
n o numero de fungoes escolhidas ou o numero de coeficientes ctj a se determinar. 

Nosso objetivo e encontrar os coeficientes a I( c^, a 0 tais que a fungao 
cp(x) * ajg^x) + ct 2 g 2 (x) + ... + o^^x) se aproxime ao maxi mo de f(x). 

Seja d t - f(x k ) - <p(x k ) o desvio era x k . Na Segao 6.1.1 observamos que urn 
conceito de proximidade e que d k seja minimo para todo k = 1, 2, m. 

O m£todo dos quadrados minimos consiste em escoiher os ctj’s de tal 
forma que a soma dos quadrados dos desvios seja minima. E claro que se a soma 

2 d k 2 = 2 (f(x k ) - qp<x k )) 2 e minima, teremos que cada parcels [f(x k ) - qp(x k )] 2 6 pe- 
k-1 k - 1 

quena, donde cada desvio [f(x k ) - q>(x k )] e pequeno. 

Portanto, dentro do criterio dos quadrados minimos, os coeficientes o^, que fazem 
com que tp(x) se aproxime ao m^ximo de f(x), sao os que mimmizam a fungao 

m 

F{a r a 2 , a n ) - 2 [f(x k ) - <p{x k )] 2 - 

k- 1 

= 2 [f(x k ) - a lgl (x k ) - a 2 g 2 (x k ) - ... - a n g n (x k )j 2 
k-l 

Observamos que, se o modelo ajustar exatamente os dados, o minimo da fungao 
acima sera zero e, portanto, a interpolagao e urn caso especial dentro do metodo dos 
quadrados minimos. 
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Usando o Calcufo Diferencial, sabemos que t para obter um ponto de mi'nimo de 
F(a 1? a 2 , ..., a n ), temos de, inicialmente, encontrar seus pontos criticos, ou seja, os 

(a ls ct 2 , ..., a n ) tais que 

™ 0, j = 1, 2, . n, 

(a r a 2 a n ) 


Calcuiando estas derivadas parciais para cada j - 1, 2, . .., n, temos 


= 22 [f(x k ) - ajg^) - ... - a n g n (x k )] [- gj(x k )]. 

*>** ®|j) k “ 1 


Impondo a condigao 


= 0, j = 1, 2, ..., n 

(a r a 2 , .... a n ) 


dF 

da- 



dF 

da- 


temos 


m 

2 [f(x k ) - ajg^) - ... - a n g Tl (x k )] [g.(x k )] = 0, j - 1, 2, ..., n. 
k-l J 

Assim, 


m 

2 

k-l 


[f(x k ) - ajg^x^ - ... 


a nS„M m 0 


2 [f(x k ) - ajg^X^ - ... %gni\J] g 2 (x k ) " 0 
k « 1 


m 

2 

k-l 


[f(x k ) - ct j gj(x k ) - 


* * * 


8n(*k) * 0 
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m 

r 2 g 1 (x k )g 1 (x k )] a x + ... 
k - 1 

m 

[ 2 g i (x k )g 2 (x k )] a L + ... 
k *■ 1 


m 

[ 2 g JJ (x k )g 1 {x k )] + ... 
k » 1 

que e um sistema linear com n equates e n incognitas: a p o^, ...» a 0 . 

As equagdes deste sistema linear sao as chamadas equagdes normals. 
O sistema linear (1) pode ser escrito na forma matricial Aa = b: 

' a ll«l + + ••• + a l„«o - b l 

a 21 a l + * 22 a 2 + "■ + a n “ b 2 


a nl«t + ^“2 + - + - b „ 

m 

onde A = (ay) € tal que a- * 2 g-(x k )gj(x k ) « a- (ou seja, A e simetrica) 
a = (a p a 2 aj* e b = (b p b 2 , b n ) 1 e tal que 

bj « 2 f{x k )gj(x k ). 
k = 1 

Lembramos que, dados os vetores x e y G R m , o numero real (x, y) = 

i *= 1 


m tn 

+ [ 2 g^g^Xj.) ] a 0 = 2 ftx k ) gl (x k ) 
k * 1 k-1 


+ [ 2 g n (x k )g 2 (x k ) ) a n = 2 f(x k )g 2 (x k ) 
k-1 k- i 


a) 


tn 


m 


+ [ 2 S fl ( x k)Sn( X k) J a n " 2 
k-1 k=l 


e chamado de produto escalar de x por y. 


MS 
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Usando esta notagao, o sistema normal Aa = b ficara expresso por 
A = (a sj ) = (gi, gj) e b - (bj) - <f, gj) onde 


gjj e o vetor (g/x^gj^xj ... g|(x m )) T e f, o vetor ... f(x m )) T . 


Demonstra-se que, se as fungoes gj(x), . . g n (x) forem tais que os vetores gj, g 2 , . . ^ 

sejam linearmente independentes, entao o determinante da matriz A e diferente de zero e, 
portanto, o sistema linear (1) admiie solugao unica: a 1? a^. Ainda mais, demonstra-se 

tambem que esta solugao a lf ..., a n 6 o ponto em que a fungao F(a x , a n ) atinge seu 

valor mrnimo. 


serem 


Observamos que, se os vetores g 1? g n tiverem uma propriedade suplementar de 

{ 0 i pe 

* q’ j * j , o que, em linguagem de algebra linear se diz “se os 

vetores g ]r g n forem ortogonais entre si”, entao a matriz A do sistema normal (1) sera 
matriz diagonal, com a^ * 0 e, portanto, o sistema (1), tera solugao unica, a qual ser£ 
facilmente determinada. 


Felizmente, dado um conjunto de pontos {x { , x 2 , ..., x m } e facil construir poli- 
nomios de grau 0, 1, n que sao ortogonais, no sentido acima, em relagao ao produto 
escalar 


<gj*gj> - 2 gj(x k )g:(x t ). (2) 

k-1 

Polinomios ortogonais constituem uma classe particular de fungoes ortogonais. 
Tais fungoes possuem varias propriedades muito interessantes e uteis. O leitor interessado 
em aprender sobre o assunto pode pesquisar, por exemplo, nos livros [5] e [27]. O estudo 
de fungoes ortogonais, em particular de polinomios ortogonais, merece um capitulo especial, o 
que nao sera feito neste livro. 


Exemplo 2 

Seja o conjunto de pontos = {-1, - 1/2, 0, 1/2, 1} e os polinomios 
go(x) = 1; gj(x) = x, g 2 (x) = x 2 - | ■ 


276 


Cdlculo Numerico Cap . 6 


Entao, os polinomios g^x), gj{x) e g 2 (x) sSo ftmgoes ortogonais em com relagao 
ao produto escalar ( 2 ) pois os vetores 

go = (go<^)) = (1 1111) T 

Si - = (- 1 0 \ l) T e 

I 1 1 1 1 T 

g 2 - (g 2 ( x i)) = ~2 ”4 2 ) sa ° onogonais entre si, o que se verifica 

facilmente: 

(So. io> = 5 * 0 

(So. S,> = 1C- 1) + i<~|) + 1(0)+ l(i) + 1(1) = 0 
(So. h) = u|) + l(-^) + l<-^) + 1(-J;) + l( 2 ) = 0 


Fica a cargo do ieitor fazer as denials verifieagoes. 

Os polinomios citados sao conhecidos como polin 6 mios de Gram, |P. i nl orto- 

t *• m ! j = 0 

gonais em conjuntos de pontos eqtiidistames, x ; = - 1 + ~ - 


Assim, (P i m , 


W 


[= 0 se i * j 
0 se i & j 


Exemplo 3 

Resolvemos aqui o exemplo da introdugao, onde vimos que a fungao tabelada 


X 

- 1.0 

-0.75 

- 0.6 

-0.5 

-0.3 

0 

0.2 

0.4 

0.5 

0.7 

1 

f(x) 

2.05 

1.153 

0.45 

0.4 

0.5 

0 

0.2 

0.6 

0.512 

1.2 

2.05 
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feito o diagrams de dispersao, deve ser ajustada por uma parabola passando pel a origem, ou 
seja, f(x) « cp{x) * ax 2 (neste caso temos apenas uma fungao g(x) = x 2 ). 

Temos, pois ? de resolver apenas a equagao 
[ ^ g(x k )g(x k )] a » 2 f(x k )g{x k ) 


[ 2 g(x k ) 2 ] a = 2 f(x k )g(x k ) 


[ 2 (x 2 ) 2 ] a - 2 (x 2 ) f(x k ) 
k- 1 k-1 


Continuando a tabela com g(x k )g(x k ) e g(x k )f(x k ), temos 


SOMAS 


X 

-*1.0 

- 0.75 

-0.6 

- 0.5 

- 0-3 

0 

0.2 

0.4 

0.5 

0.7 

1 


< x 2 ).( x 2 ) 

1 

0.3164 

0,1296 

0.0625 

0.0081 

0 

0.0016 

0.0256 

0.0625 

0.2401 

1 

2.8464 

ffxjx 2 

2.05 

0.6486 

0-162 

0,1 

0.045 

0 

0.008 

0 . 0 % 

0.128 

0.588 

2.05 

5.8756 


5 8756 

Assim, nossa equagao e 2.8464a = 5.8756 => a = ' . - 2.0642 

Entao qp(x) = 2.0642X 2 e a parabola que melhor se aproxima, no sen tide dos 
quadrados mmimos, da fungao tabelada. 

6.2.2 CASOCONTINUO 

Para simplificar a notagao, desenvolveremos aqui o caso em que “esoolhemos” apenas duas 
fungoes. 


Sejam entao f(x) contfnua em um intervalo fa, b] e (x) e g 2 (x) duas fungoes 

, A 

contmuas em [a, b] que foram escolhidas de alguma forma. E preciso encontrar duas 
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constants s reais a, e tais que <p(x) = otjg^x) + esteja o “mais proximo pos- 

sivel" de f(x). 

Seguindo o criterio dos quadrados minimos para o conceito de proximidade entre 
<p(x) e f(x), os coeflcientes ct ls a 2 a serem obtidos deverao ser tais que o valor de 
f b 

J [f(x) - <f>(x)] 2 dx seja o menor possivel. 

a 

Geometricamente, isto signifies que a area entre as curvas f(x) e <p(x) seja minima. 
Portanto, o problems consiste em obter o mini mo para 

J [f(x) - q>(x)l 2 dx = J [f(x) 2 - 2f(x) <p(x) + <p(x) 2 ] dx = 

a a 

r b 

= J (f(x) 2 - 2f(x)[a 3 g,(x) + a 2 g 2 (x)3 + af gf(x) + 
a 


+ ^o^gjCxJg^x) + a^g|(x)}dx 
= J f(x) 2 dx “ [2 J f(x)gj(x) dx] a 3 ~ [2 J f(x)g 2 (x) dx] + 

a a 1 a 

r b fb 

+ [ J g?(x) dx] a 2 + [2 J gj(x)g 2 (x) dx] a,^ + 

a 3 . 

f b 

+ [J ^(x) dx] a% - F(a p a 2 ) 

a 



[f(x) - (p(x)] 2 dx = Flaj, a,) 


Com o mesmo argumento do caso discrete, temos de achar os pontos entices de 
F } on seja t achar (a { , a 2 ) tE ^ que 



= 0. i = 1 ,2. 


(<x,. a 2 ) 
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i = 1 


dF 

da. 


(a,> a 2 ) a 


-2 f ffxte^x) dx + [2/ gj(x) dx] a x + 


i = 2 


dF 

to. 


+ [2/ gj(x) g 2 (x) dx] 02 

= -2/ f(x)g 2 {x) dx + [if g 2 (x) dx] 02 + 
<<V a 2> a 

+ [if gj(x) g 2 (x) dx] Oj 


Assim, 


dF 

da.. 


SF 

(a,, 04) " 5 a 2 


(«*!» 


= 0 


[/ g?{x) dx] Oj + [J^ gj(x)g 2 (x) dx] ctj = f(x)g 1 (x) dx 

[f g t (x)g 2 (x) dx] a x + [/ g|(x) dx] a, = / f(x)g 2 (x) dx 


( 3 ) 


Se a n = f. Si< x ) dx > a i2 = / gi(x)g 2 (x) dx - f g 2 {x)g 1 (x)dx 


a 2 ] 


" / S2W dx 

a 


22 


b ! * / f(x)g 1 (x) dx e b 2 = f f(x)g 2 (x) dx. 
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podemos escrever o sistema linear (3) como 



( 

\ 

a ll a l + a 12 0t 2 “ b l 

a tl 

a l2 

< ou Aa - b, onde A = 



a 2i a i + = ^2 

**21 

hi 


Vi 

) 


a = (dj o^) 7 , b = (bj b 2 ) T . 

Demonstra-se que, se as fun^oes escolhidas gj(x) e g 2 (x) forem linearmente inde- 

pendentes, o determinants da matrix A e diferente de zero, o que implica que o sistema 
linear (3) admite unica solugao (dtp On). Atnda mais, demonstra-se tambem que esta so- 
lugao e o ponto em que a fungao F(ap a^) atinge seu valor mihimo. 

Usando aqui a definigao de produto escalar de duets funqdes p<x) e q(x) no 
intervalo [a, b] por 



a 


teremos que, no caso em que queremos aproximar 

f(x) ~ ajgj(x) + ... + a n g n (x) o sistema normal Aa = b fica 



(4) 


Da mesma forma que no caso discrete, temos fungoes ortogonais com relagao ao 
produto escalar (4), como mostra o Exemplo 4. 


Exempto 4 

Os polinomios de Legendre, definidos por 


-L- -i k) . [(X 2 

2 k k! dx® U 



k = 1,2, ... 


P„(x) = 1, P k (x) = 
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sSo ortogonais em [-1, 1] corn rela^ao ao produto escalar (4). 

Fka como exerci'cio a verifica^ao de que os tres primeiros polindmios de Legen- 

1 - . 

dre P 0 (x) s], Pj(x) = x e P 2 (x) = - (3x 2 - 1) sao ortogonais entre si. 


Uma observa^ao interessante 6 que, em geral, polindmios ortogonais satisfazem 
uma formula de recorrdncia de 3 termos, ou seja, dados Pq(x) e Pj(x), conseguimos 
construir P k (x>, k = 2, 3, ... 


No case dos polinomios de Legendre, a f6rmula de recorrencia 6 




2i + 1 


p j + 1 w = n (x) ' 


j + * 


pj _ i i» 2 , 


Exemplo 5 

Resol vemos o exemplo da introdu^ao, ou seja, vamos aproximar f(x) - 4x • por um polind- 
mio do primeiro grau. uma reta, no intervalo [a, b] = [0, 1]. 

<p(x) = ttjg^x) + a^x) = + a 2 x, a p a 2 e R 

(g](x) S 1 g 2 (x) = X). 


Pelo que vimos, (a,, a 2 ) € a dnica sotu^ao de Aa - b onde 


a u a 12 


v 


V 



a = 


b = 


, sendo 

a 21 a 22 


1 

R 

1 


b 2 



a n = J S 2 i( x)dx = l n ldx = 1 

cl U 

r b f 1 I * 1 

a l2 = J a gj(x) g 2 (x)dx = J o xdx = 2 0 = 2 = 321 

p b r I t 1 \ 

*22 = l a gfW* =S 0 XdX = J l 0 = 3 
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f b 1 5 - Ay 4 [ i 

bj = fCx)gi(x)dx = 4x 3 dx = — | q = 1 

b 2 = f(x) g 2 (x)dx -- J o 4x 3 xdx = l’ = \ 


Temos entao o sistema 


Ia l + 2 “2 = 1 
1 1 4 

2«, + 302 = 5 


(X, 



18 
5 ' 


Logo, a aproximagao por quadrados mmimos de f(x) = 4x 3 do intervalo [0, 1], por 

18 4 

um polinomio de grau l,e a reta <p(x) = x - ~ • 


6.3 CASO NAO LINEAR 

Em alguns casos, a famflia de fim^oes escolhidas pode ser nao linear nos parametros, como, 
por exemplo, se ao diagrama de dispersao de uma determinada fun^ao se ajustar uma 
exponencial do tipo f(x) = <p(x) = ctj a, e a, positivos. 

Para se aplicar o m&odo dos quadrados mmimos, com o que ja estudamos neste 
capitulo, e necessario que se efetue uma linearize ao do problems atraves de alguma trans- 
formagao conveniente. 

Por exemplo: 

y ~ o^e^V => z = ln(y) * lnfc^) - a 2 x. 

Se aj = ln(aj) e a, = - a, 4 ln(y) = a t - ajx = <()(x) que e um problems li- 
near nos parametros aj e a 2 - 

O metodo dos quadrados minimos pode entao ser aplicado na resolugao do pro- 
blems linearizado. Obtidos os parametros deste problema, usaremos estes valores para 
calcular os parametros originals. 
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6 importante observar que os parametros assim obtidos nao sao otimos dentro do 
critlrio dos quadrados minimos, isto porquc estamos ajustando o problema linearizado por 
quadrados minimos e nao o problema original, 

Portanto, no exemplo, os parametros a ( e a 2 sao os que ajustam a funqao <Kx) a 
funqao z(x) no sentido dos quadrados minimos; nao se pode afirmar que os parametros Qj 

e a 2 (obtidos atrav^s de aj e sao os que ajustam qp(x) a f(x) dentro do crit^rio dos 

quadrados minimos. 


Exemplo 6 

Suponhamos que num laboratory obtivemos experimemaimente os seguintes valores para 
f(x) sobre os pontos Xj, i = 1, 2, 8: 


X 

-1.0 

-0.7 

-0.4 

-0.1 

0.2 

0.5 

0.8 

1.0 

f(x) 

36.547 

17.264 

8,155 

3,852 

1.820 

0.860 

0.406 

0.246 


Fazendo o diagrams de dispersao dos dados acima, obtemos 


y 


* 


X 


Figure 6.3 


que nos sugcrc um ajuste y - <sp(x) - 
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Conforms vimos antenormente, a “lineariza^ao” a ser feita e z = ln(y) «* 
= InCaj) - c^x = ij)(x). 

Assim, em vez de ajustarmos y por quadrados nrinimos, ajustaremos z = ln(y) 
por quadrados minimos, encontrando <t>(x) * a i + ajX, onde Hj = In^) e a 7 = - 

(Aqui gj(x) = 1 e g 2 (x) = x.) 

Temos pois: 


X 

-1 

-0.7 

-0.4 

- 0.1 

0.2 

0.5 

0.8 

1 

z = ln(y) 

3.599 

2.849 

2.099 

1.349 

0.599 

-0.151 

-0.901 

-1.402 


e a 2 e a 2 serao a solugao do sisiema: 


8 8 8 
[2 g ] (x k )g 1 (x k )]a 1 + [2 g 2 (x k )g 1 (x k )]a 2 = 2 z(x k ) gl {x k ) 
k * 1 k-1 k-1 


8 8 8 
[2 g 1 (x k )g 2 (x k )]a 1 + [2 g 2 {x k )g 2 (x k )]a 2 - 2 z(x k )g 2 (x k J 
k-1 k=l k-1 


8 8 

g x (x) * 1 =* 2 g 1 (x k )g 1 (x k ) = 2 1 - ajj - 8 


k-l 


k-1 


8 8 

g 2 {x) - x =» 2 g 2 (x k )g 7 (x k ) - 2 xj - ^ M 3.59 
k-l " k-1 


8 8 

2 gl(*fc)M x k) " 2 lx k ■ a 12 = a 21 = 0 3 


k-1 


k-1 


8 8 

b x - 2 z(x k )gj(x k ) = 2 z(x k ) = 8.041 
k-l k-l 


8 8 

b 2 = 2 z(x k )g 2 (x k ) = 2 z(x k ) x k - - 8.646 


k-l 


k-1 
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donde 



' 8 

0,3 


‘ 0.041 ' 

A - 



b - 



0.3 

3.59 


-8.646 


e o sistema fica 

f 8,0a, + 0.3a 2 - 8.041 

n n a n a. ® 1 .099 c ® 2.5 

0.3a, + 3.59a 2 - - 8.646 1 ~ 

i L 

Agora, a, - e a i =*► a, - e 1099 - 3.001 
a 2 - - a 2 ^ 02 = 2.5. 

Assim, a fun$ao (p{x) - a,e“ “ 2 * * 3,001e -Z - 5 *. 

Assim coma no exemplo anterior, onde ajustamos aos dados a curva 
y - c^e -0 ^, 6 comum encontrarmos casos em que os dados tabetados, feito o diagrama de 
dispersao, devem ser ajustados por 


l) Uma hiperbole: y — 


1 


a, + a 2 x 


(p(x) 


1 


( z « - - a, + c^x). 


2) Uma curva exponencial: y — a, a* - qp(x) 

(se y > 0, z = ln(y) - ln(a,) + xln^) = a, + a^ = <|>{x». 


h 


j 
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3) Uma curva geometrica: y - = qp(x) 

(se x > 0 e y > 0, z = ln{y) - lnfctj) + a 2 ln(x) = a 2 + a 2 ln(x) 

'nr - 

=> z = ln(y) “ a, + a 2 t - <|>{t)). (Aqui minimizamos a soma dos quadrados 
dos desvios nos logaritmos de y, para os logaritmos de x.) 

4) Uma curva trigonometrical y - cos(wx) = qp(x). (t - cos(wx) =*• 

<p(0 = aj + a 2 t e, neste caso, estamos minimizando a soma dos quadrados 
dos desvios em y.) 

6.3.1 TESTE DE ALINHAMENTO 

Uma vez escolhida uma fun^ao nao linear em a v a 2? para ajustar uma fun^ao dada, 

uma forma de verificarmos se a escolha feita foi razoavel e aplicarmos o teste de alinha- 
mento, que consiste em: 

i) fazer a “Imeariza^ao” da fungao nao linear escolhida; 

ii) fazer o diagram a de dispersao dos novos dados; 

Hi) se os pontos do diagrama (ii) estiverem alinhados, isto significara que a fun- 
gao nao linear escolhida foi uma “boa escolha”. 

Observamos que, devido aos erros de observa^ao, e calculos aproximados, consi- 
deramos satisfatorio o diagrama de dispersao onde os pontos se distribuem aleatoriamente 
cm torno de uma reta media. 

No Exemplo 6, temos 


X 

-1 

-0.7 

-0.4 

-0.1 

0.2 

0.5 

0.8 

1 

y 

36.547 

17.264 

8.155 

3.852 

1.820 

0.860 

0.406 

0.246 

z = ln(y) 

3.599 

2.849 

2.099 

1.349 

0.599 

-0.151 

-0.901 

-1.402 
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Z 


X 


* 


Figure 6.4 


EXERCIOOS 

1. Dado um conjunto de valores (x k , f(x k )) s k - 0, 1, 2, ..., m, descreva situaqoes em que 

voce usaria um polinomio interpolador por estes pontos e situaqoes em que voce 
ajustaria uma curva a estes dados pelo metodo dos quadrados min linos. 

2. Ajuste os dados ahaixo pelo metodo dos quadrados minimos utilizando: 

a) uma reta 

b) uma parabola do tipo ax 2 + bx + c. 

Trace as duas curvas no grafico de dispersao dos dados. Como voce compararia as duas 
curvas com relaqao aos dados? 


X12345678 
y 0.5 0.6 0.9 0.8 1.2 1.5 1.7 2.0 
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3. Dada a tabela abaixo, faga o grafico de dispersao dos dados e ajuste uma curva da 
melhor maneira possivel: 


X 

0.5 

0.75 

1 

1.5 

2.0 

2.5 

3.0 

y 

-2.8 

-0.6 

1 

3.2 

4.8 

6.0 

7.0 


4. A tabela abaixo mostra as alturas e pesos de uma amostra de nove homens entre as 
idades de 25 a 29 anos, extraida ao acaso entre funcionarios de uma grande industria: 


Altura 

183 

173 

168 

188 

158 

163 

193 

163 

178 

cm 

Peso 

79 

69 

70 

81 

61 

63 

79 

71 

73 

kg 


a) Faga o diagrama de dispersao dos dados e observe que parece existir uma relagao 
linear entre a altura e o peso, 

b) Ajuste uma reta que descreva o comportamento do peso em fungao da altura, isto 
e, peso - f( altura). 

c ) Estime o peso de um funcionario com 175 cm de altura; e estime a altura de um 
funcionario com 80 kg. 

d) Ajuste agora a reta que descreve o comportamento da altura em fungao do peso, 
isto e, altura = g(peso). 

e) Resolva o item (c) com essa nova fungao e compare os resultados obtidos. Tente 
encontrar uma explicagao. 

f) Coloque num grafico as equagoes (b) e (d) e compare-as. 

5. A tabela abaixo fomece o numero de habitantes do Brasil (em milhoes) desde 1872: 


Ano 

1872 

1890 

1900 

1920 

1940 

1950 

1960 

1970 

1980 

1991 

Habitantes 

9.9 

14.3 

17.4 

30.6 

41.2 

51.9 

70.2 

93.1 

119.0 

146.2 


Cap. 6 Ajuste de curvas peio metodo dos quadrados minimos 289 


a) Obtcnha uma estimativa para a populate brasileira no ano 2000. AnaJise seu result ado. 

b) Em que ano a populagao brasileira uttrapassou o indice de 100 milhoes? 

6. Ajuste os dados: 


X 

-8 

-6 

-4 

-2 

0 

2 

4 

y 

30 

10 

9 

6 

5 

4 

4 


a) usando a aproximaqao y - l/(a 0 + ajx). Faqa o grafico para 1/y e verifique que 
esta aproximagao € viavel; 

b) idem para y *■ ab*; 

c) compare os resultados (a) e (£>), 


7. O numero de bactlrias, por unidade de volume, existente em uma cultura apds x boras 
6 apresentado na tabela: 


n- de horas (x) 

0 

1 

2 

3 

4 5 6 

n e de bactlrias por 
volume unitdrio (y) 

32 

47 

65 

92 

132 190 275 


a) verifique que uma curva para se ajustar ao diagram a de dispersao e do tipo expo- 
nencial; 

b) ajuste aos dados as curvas y - ab* e y - ax^; compare os valores obtidos por 
meio destas equaqoes com os dados experimentais; 

c) avalie da melhor forma o valor de y(x) para x = 7, 


8. Considere: 


X 

*0 x 1 ■ * ■ *n 

f(x) 

f(Xo) f(x x ) ... f(X n ) 
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Deseja-se estimar f(a), a e (x^, x^). Compare os resultados que seriam obtidos 
quando aproximamos f(x) por 

a) am polindmio que interpola f(x) nos n + 1 pontos. 

b) ^»(x) = a 0 + ajX + aix 2 + ... + a n x°, peto metodo dos quadrados minimos. 


9. d) Considers: 


X 

2 

5 

8 

10 

14 

17 

27 

31 

35 

44 

y 

94.8 

98.7 

81.3 

74.9 

68.7 

64.0 

49.3 

44.0 

39.1 

31.6 


Atraves do teste de alinhamento, escolha uma das famflias de fun^des abaixo que 
melhor ajusta estes dados: ae b \ l/(a + bx), x/( a + bx). 

b) Ajuste os dados do item acima & famflia de fungoes escolhida. QuaJ o residuo 
minimizado? 


10, Aproxime a tabela abaixo por uma fungao do tipo g(x) = 1 + ae bx usando quadrados 
minimos. Di scuta seus resultados. 


X 

0 0.5 

1.0 

2.5 3.0 


y 

2.0 2.6 

3.7 

13,2 21.0 


Considere a tabela 




t 

-9 -6 

-4 

-2 0 

2 4 

11 

30 10 

9 

6 5 

4 4 

Por qua! das funfoes x(t) 
Justifique a sua resposta. 

= t/(at 

+ b) ou y(t) = 

ab l voce aproximaria a fun^ao u(t)? 
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12. Considere a tabela 

x -2 -1 0 1 2 

y 6 3-124 

Deseja-se aproximar a funqao y(x) tabelada nos pontes distintos (Xj, y^ para i = 1, ..., m. 
Podemos fazer a regressao linear de y por x obtendo y = ax + b. Podemos tambem 
fazer a regressao linear de x por y obtendo x = cy + d. Voce espera que as retas 
coincidam ou nao? Justifique. 

13. Seja f(x) uma funqao real, de variavel real, definida e contmua no intervalo [0, 2 ji] e 
seja tambem n um niimero fixado. 

Ache os valores das constantes reals, a u , a p .,., a n , b p b 2 ,-~, tais que f(x) = + 

a 1 cos(x) + bjsen(x) + a 2 COs( 2 x) + b 2 sen(2x) + ... + a n cos(nx) + b n sen(nx), seja a 
melhor aproximaqao para f(x) em [0, 2n], no sentido de quadrados minimos. 


PROJETO 

soluqao de sistemas lineares sobredeterminados 

Os sistemas lineares sobredeterminados Ax - b, A: matriz m * n, x vetor n x 1 e b vetor 
m x 1, com m > n, ou seja, com mais equaqoes que incognitas, muito raramente possuem 
soluqao. Conforme observamos no Capitulo 3, mesmo se A for posto complete, as chances 
de b pertencer a imagem de A sao muito pequenas. Assim, estaremos, na maioria dos casos, 
querendo resolver Ax = b, A matrix m x n, posto(A) = neb^ Im(A) e sabemos que este 
sistema nao tem soluqao. 

Nestes casos, o que fazemos e calcular b como sendo a projeqao de b sobre Im(A) 
na norma 2 e ai entao tomamos como soluqao do nosso sistema Ax = b, a soluqao unica do 

sistema Ax - b. 

O vetor b projeqao de b sobre Im(A) na norma 2eo vetor b = Ax onde 

min || Ax - b || 2 ■ || Ax - b || 2 . 

xGR D 
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Chamando r(x) = Ax - b de residue em x, queremos entao achar a solugao x de 
residuo mfni mn. Note que achar esta solu^ao e o raesmo que encontrar x que minimize 

f(x) = ^ II r(x) ^ II Ax - b I1 2 = “ ( Ax - b, Ax - b ). 

Do CAlculo Diferencial e Integral, sabemos que, se min f(x) = f(x), entao 

xe R n 




n. 


Assim, ap6s calcular a derivada do produto escalar e igualar o resultado a zero, x 
sera solu9ao do si sterna A 1 Ax = A T b, a qual sera unica, pois A 6 posto completo. Alem 
disso, A X A € matriz simetrica, defmida positiva e, portanto. A 1 Ax = A T b pode ser resolvido 
pelo me tod o de Cholesky. 

Considere a tabela 


X 

Xj X 2 Xjjj 

f(x) 

f(x t ) f(X2) ... f(xj 


Se quisermos encontrar uma reta <p(x) = a, + o^x tal que f(Xj) - ^(Xj), 
1 ^ ^ m, estaremos tentando resolver o sistema linear sobredeterminado Aa = b: 

+ a 2 x 1 = f(x t ) 
a, + otoX^ = f(x 2 ) 


a l + a m X m = f (* m ) 
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que tem m equa^oes e 2 incognitas, e a^. Neste caso, temos: 


f 1 x l '' 


N 


f f(x t ) ' 

1 X2 


<*2 


f(x 2 ) 

1 X3 

* 4 

a - 

“3 

, e b = 

f(x 3 ) 

1 X 

in 


■ 

c* 

m 


f ( x m> 



k J 




Observe que neste caso escolhemos tpj(x) = c^g^x) + com gj(x) = 1 e 

g 2 (x) = x que sao tais que os vetores e g 2 sao linearmente independentes pois: 



r Sl( x l> ' 


i] 

i 


f S 2 (Xi) ^ 
$2^ x 2^ 

II = 

■ 

9 


i 

, e h - 

■ 

► 

S2< x m> 


Observe que poderiamos ter escolhido <p(x) = ctjg^x) + a 2 g 2 (x) + ... + a n g n (x) 
onde g}(x), g 2 (x), .... g n (x) fossem quaisquer funqoes tais que os vetores g r , g 2 . g„, 

definidos por [g-^ - gj(x ; ) fossem linearmente independentes. 

i) Em primeiro lugar, queremos que voc£ verifique que o sistema linear 
A t Ax = A T b 6 exatamente o sistema normal que temos de resolver para 
encontrar a reta + o^x que melhor aproxima a tabela no sentido de qua- 

drados minimos, como foi desenvolvido no texto, ou seja: verifique que os 
elementos c-j da matriz A T A e dj do vetor A T b valem exatamente: 

c ij = gj) e dj = (f, gj ), com 

gj(x} * 1, g 2 (x) = x e { p t q ) = S p<x k ) q(x k ), 

k-1 
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/*) Trabalhando agora com os valores numericos 


X 

1 

3 

4 

6 

8 

9 

11 

14 

f(x) 

1 

2 

4 

4 

5 

7 

8 

9 


a) monte a matriz A e o vetor b do sistema Aa = b * ( A: 8 x 2, a: 2 x 1 e b: 8x1); 

b ) verifique que A tern posto completo; 

c) verifique que b ^ Im(A); 

d) comprove, desta vez numericamente, que o sistema linear A 1 Ax = A T b que da a 
solugao de residue mintmo de Aa = b € o sistema normal da soluqao de qua- 
diados mfnimos, descrita no texto. 


Hi) aplicando os itens anteriores, (i) e (ii), ache as solu^oes de quadrados mfni- 
mos quando 


a) 


b) 



1 

°1 


( 0.1^ 

A = 

0 

1 

e b = 

0 


1 ° 

oj 


1 

/ 


x - 3y - 

0.9 

2x + 5y = 

1.9 

- x + 2y = 

- 0,9 

3x - y - 

3.0 

x + 2y - 

1.1 


3 > 

MAKRON 

Books 


CAPlTULO 



INTEGRAQAO NUMERICA 


7.1 INTRODU^AO 

Sabemos do Calculo Diferencial e Integral que se f(x) 6 fungao continue em [a, bj, entaa 
esta fungao tem uma primitiva neste intervalo, ou seja, existe F(x) tai que F'(x) = f(x). 

r b 

Assim I f(x) dx = F(b) - F(a), no entanto, pode nao ser facil expressar esta fungao primiti- 
J a 

va por meio de combi nagoes finkas de fungdes eJemen tares, como, por exemplo, a fungao 

2 

f(x) = e x , cuja primitiva F(x) que se anula para x = 0 6 chamada fungao de Gauss. 

Existe ainda o caso em que o valor de f(x) e conhecido apcnas em alguns pontos, 
num intervalo [a, bj. Como nao conhecemos a expressao analitica de f(x), nao temos 

condigao de calcular I f(x) dx. 

J a 

Uma forma de se obter uma aproximagao para a integral de f(x) num intervalo 
{a, b], como nos casos acima, e at raves dos mdtodos numericos que e stud are mos neste 
capitulo. 
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A id6ia basica da integraqao numerica 6 a substituiqao da fun$ao f(x) por um 
polin&mio que a aproxime razoavelmente no interval© [a, bj. Assim o problema fica resol- 

vido pela integra^ao de poltnomios, o que e trivial de se fazer. Com este raciocinio podemos 

„b 

deduzir formulas para aproximar f f(x) dx. 

J a 

Neste capitulo, as formulas que deduziremos terao a expressao abaixo: 

-b 

J f{x)dx - A 0 f(x 0 ) + + ... + A n f(x n ), x t 6 [a, b], i-0,l,...,n. 

3 


7.2 FORMULAS DE NEWTON-COTES 


Nas formulas de Newton-Cotes a ideia de polinomio que aproxime f(x) razoavelmente € 
que este polindmio interpole f(x) em pontos de [a, b] igualmente espa^ados. Conside- 
remos a partiqao do intervalo [a, b] em subintervalos, de comprimento h, [x s , x i+i ], 
i - 0, 1, ..., n - 1. Assim x i+1 - = h a (b - a)/n. 

As formulas fechadas de Newton-Cotes sao fdrmulas de integragao do tipo 
x„ = a, j„ = b e 

/ f(x) dx - f °f(x)dx => A^fXy) + Ajffxj) + ... + A^ffxJ - I A^X;), 
a x 0 i * 0 

sendo os coeficientes A; determinados de acordo com o grau do polinomio aproximador. 

Desenvolveremos a seguir algumas das formulas fechadas de Newton-Cotes, a 
saber, a regra dos Trapezios e a regra 1/3 de Simpson. 

Existem ainda as formulas abertas de Newton-Cotes , construidas de maneira ana- 
loga £is fechadas, com x Q e x n E (a, b). 

7.2.1 REGRA DOS TRAPEZIOS 

Se usarmos a formula de Lagrange para expressar o polinomio p t (x) que interpola f(x) em 
x 0 e Xj temos 
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/ b _b - Xi x, 

f(x) dx « f Pj(x) dx = j 

a J a- X * x 


(x - X x ) 


-h 


f(V 


(x - x 0 ) 


f(Xj) 


dx = Iy. 


Assim, I T 


f(Xo) e f(Xj). 


h 

2 


[f(xy) + f(Xy)], que e a area do trapezio de altura h - x-j - x 0 e bases 


GRAF1CAMENTE 


nx,) 

f(x 0 ) 


Figura 7.1 



Observando a Figura 7.1 vemos que ao substituir a irea delimitada pelas cur- 

vas y = f(x), x = x 0 , x = x p y = 0 (o valor de I f(x) dx e exatamente esta area!) pela area 

x o 

do trap6zio, de altura h e bases f(x 0 ) e ffxj), cometemos um erro. Vejamos como e a 
expressao deste erro. 

Da interpolate polinomial sabemos que 


n y 

f(x) = p x (x) + (x - XqKx - Xj) - , e (x 0 . 
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Integran do esta cxpressao de Xq a teremos; 
x x f'(l ) 

/ 1 f(x) dx - ly + J 1 (x - x 0 )(x - x t ) — zr~ dx. 

*0 *D Z 

Portanto, o erro na intcgra^ao pela regra dos Trapezios, Ep i dado por 

f r* 1 w 

Ej - J (x - x Q )(x - x 2 ) — r— dx. 

*o l 

Para calcutar esta integral lembramos inieialmente que f ’(| x ) 6 fun^ao de x. 
Seja g(x) = (x - x 0 ) (x - Xj). Entao, 

Er - g(«) f '(?„) dx. 

*0 


Observe que ¥ x E(x 0 ,x 1 ), g(x) < 0 e que, se f’(x) for contmua em [x Q , xj, 
existem mimeros reais p e P, tais que p ^ f (x) P. 

Assirn, p ^ f '(£ x ) ^ Pe, como g(x) s 0, entao 
pg(x) > g(x)f'(! x ) s* Pg(x) 





= A 


y 


^ P 
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Da hipotese de f"(x) ser contuiua em [x^, x 1 ] e do fato de p ^ A ^ P, temos que 
exists c €E (x Qj Xj) tal que f f (c) = A, ou seja 

/ 1 g(x) f"(y dx - f'(c) f 1 g(x) dx, 

*o x o 

que 6 o Teorema do Valor M6dio para Integrals. 

Assim, 

= 2/ * dx “ 2 f ^ / 1 dx ’ C E ^ x 0’ x i>* 

*0 x o 

Como J* 1 g(x) dx = 

6 

h 3 

Ej = - ~ ** ( c )> (* 0 * x i)- Em resumo. 


/ X ‘ «*> dx - ^ {f(x 0 ) + f( Xl )} - ^ f '(c). 
x 0 z iZ 


7 . 2.2 REGRA DOS TRAPEZIOS REPETIDA 


Como podemos ver, tanto graficamente quanto pel a exprcssao do erro, se o intervalo de 
integraqao e grande, a fdrmula dos Trapezios nos fomeee resultados que pouco tem a ver 
com o valor da integral exata. O que podemos fazer neste caso e uma subdivisao do 
intervalo de integraqao e aplicar a regra dos Trapezios repetidas vezes. Chamando x i os 
pontos de subdivisao de [a, bj, Xj tais que x i+1 - x. = h, i = 0, 1, m - 1 teremos 


j f(x) dx 


m - 1 , 

= 2 / 

i-0 ’ 


i+l 


f(x) dx 


m - 1 { 
* 2 
i-0 


h h 3 F'(c,) \ 

xW*;) + 


m - 1 


i-0 


m - 1 

2 % [ftXj) + f(x i+1 )] - 2 h 3 -—f- * C; e (Xj, x i+1 ). 

z i-o iZ 


f"(Gi) 
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Como estamos supondo f '(x) contmua em [a, b], uma general iza^ao do Teorema 
do Valor Intermediary nos garante que existe | G (a, b) tat que: 

m - 1 

2 f'( Ci ) = m f'G). 

i-0 


Assim, 

/^ | W dx = | [f(x 0 ) + 2f(x,) + 2«X 2 ) +...+ 2f(x m _ ,) + ffxj] - nrf ^ 


e 


T TR “ 2 {f(x 0 } + 2 ^ f(x l> + + ' + f ( x m - l)l + f C x m)} 



mb 3 

12 


GRAFICAMENTE 



Figura 7.2 
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Da mesma forma que na interpolagao polinomiai, nao podemos calcular exata- 
mente f"(|), vis to que nao conheeemos o ponto Quando possivel calculamos um limitante 
superior para o erro. 

Temos que: 


Era - -m~ f '(?). 


Sendo f '(x) continua em [a, b] entao existe M 2 = max |f '(x)|. Assim 

x e [a, b] 



mh 3 M2 

12 


ou, lembrando que m 


b- a 



f^TR I 55 12 h2 ^2 ■ 


Exemplo 1 



a) Calcule uma aproximagao para I usando 10 subintervalos e a regra dos Trape- 
zios repetida. Estime o erro cometido. 

b) Qual o numero mtnimo de subdivisoes de modo que o erro seja inferior a 

1 o- 3 ? 


(a) Os pontos Xj - O.li, i = 0, 1, — , 10 dividirao o interval© [0, 1] em subinter- 
valos com h = 0.1. Aplicando a regra dos Trap6zios repetida, teremos 

j e x dx « ^ (e° + 2e 01 + 2e° 2 + . + 2e° 7 + 2e 0-8 + 2e 0-9 + e) - 1.719713 
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e o erro exato desta aproximaqao sera 


^TR I 


12 


* 1 e (0, 1). 


Portanto: 


! ^trI 


o.oi 


max |e x | - 0.00227 
x G [0, 1] 


l3 

(6) jEj^ | = — — | f'(l) |> 1 £ (0, 1) com mh-x m -x 0 = le max | f '(x) | =e => 

x G [0, i] 

jj2 u2 

I Ey R I ^ e ‘ A con di^ao | | < 10~ 3 sera satisfeita se — e < 10 -3 , isto e, 

n 12 x 10 -3 

se h^* < - « 0.00441 . Portanto, deveremos tomar b < 0.0665, ou 

m " ^ ^ 16, para obtermos uma aproximagao com erro menor que 10 -3 
(m inteiro e m > 15.03759). 


7.2.3 REGRA 1/3 DE SIMPSON 


Novamente podemos usar a formula de Lagrange para estabeiecer a formula de integraqao 
resultan te da aproximagao de f(x) por urn polin6mio de grau 2. Seja p 2 (x) o polinomio que 
interpola f(x) nos pontos x 0 = a, x 1 = x 0 + h e x 2 = x 0 + 2h = b: 


p 2 (x) 


(x - x j)(x - x 2 ) 
(-h)(-2h) 


f(x Q ) + 


(x - X 0 )(x - X 2 ) 

(b)(-h) 


f(xx) + 


(x - x 0 )(x - Xj) 

w 


f(x 7 ). 


Assim. 


.b -x* ^ f(x 0 ) ^ 


/ f(x) dx - J ^ f(x) dx » J ? p 2 (x) dx = - — ^ / (x _ X x )(x - x 2 ) dx 

a 2h x x n 


f(x a ) 

h 2 


x 2 ffxj) r x 2 

J (x - x 0 )(x - x 2 ) dx + — -f (x - x 0 )(x - x t ) dx = I s . 

X 0 211 *0 
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As integrals podem ser resolvidas, por exemplo, usando a mudanga das variaveis 
x - x 0 = zh. Assim dx = hdz, x = Xg + zh; entao 

x - x J = x Q + zh - (x 0 + h) = (z - l)h e 
x - x 2 = (z - 2)h 


e, para 


* = *(,,2=0; x = x,,z = l e x = x 2 ,z = 2 
Com esta mudanga, 

f(xn)h -2 2 f(x 7 )h 2 

I s = ~ - (z - l)(z - 2) dz - f(xj)h J^z(z - 2) dz + — — f z(z - 1) dz. 

Resolvendo as integrals obtemos a regra 1/3 de Simpson: 

/ X2 f(x)dx « + 4f(x,) + f(Xj)] - I s 

Podemos mostrar, embora a demonstragao seja um pouco mais elaborada que a 
feita na regra dos Trapezios, que a expressao do erro na formula de Simpson, supondo que 
f< lv >(x) e continua em [x 0 , x 2 ], e 

E S = “90 f(iV){c) ’ c e <*0’ x 2^ 

Desta expressao para o erro observamos que o ganho na potencia de h, ao passar 
da aproxtmagao linear para a quadratica, foi substancial. No prdximo exemplo este ganho 
ficara evidenciado. 

7.2.4 REGRA 1/3 DE SIMPSON REPETIDA 

Antes de apresentarmos o exemplo, apliquemos a regra de Simpson repetidas vezes no 
intervalo [a, b] = [x Q , x m ]. Vamos supor que x 0 , x lt x m sao pontos igualmente espagados, 
h = x i+1 - Xj, e m e par (isto e condigao necessaria pois cada parabola utilizara tres pontos 
consecutivos). 
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Em cada par de subintervalos, temos 


f 21 «x) dx - | [f(x 2k _ 2 ) + 4f(x 2k _ 1 ) + f(x a )] + [ - i Hcj)] 

X 2k-2 


^ e (x 2k _ 27 x 2k ) e k - 1, m , 

2 

Entao, 


f: 


m/2 


" f(x) dx - I /"* f(x) dx-i {[f(x 0 ) + 4f«x,) + ffxj)] + [f(x 2 ) + 


(t - 1 *2Jt_2 


Assim, 


4f(x3) + f(x 4 )I + ... + [Kx m _ 2 ) + 4«x ra _ 1 ) + f(x m )]} 

m /2 ,5 

+ k f,(-|o^»- 


] SR - 3 (t^o) + 3**)] + 4 f f ( x l) + f (%) + - + f ( x m -i)] + 2[f(x 2 ) + 
+ f(x 4 )+.„+f(x in _ 2 )]} 


m/2 


h 5 , 


E SR = - ~ ^ f1V < c k)- 

it * i 


Novamente, supondo que f v (x) t continua em [Xq, x m ], us am os tuna generaliza^ao 
do Teorema do Valor Intermediario e obtemos: 


e sr - -f^o pv ® 
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Temos ainda que existe M 4 = max 

xEl K k J 


| f* v (x) |. Assim 



mh 5 

180 



ou, lembrando que m = 


b - a 
h 


> 


I ^SR I 


(b-a)h 4 

180 



Exemplo 2 

-i 

Seja I = J e x dx. 

a) CaJcule uma aproximagao para I usando a regra 1/3 de Simpson com m = 10. 
Estime o erro cometido. 

b) Para que valor de m teriamos erro inferior a 10 -3 ? 

(a) Sendo m - 10, h = (1/10) -0.1. Assim, 

f* e x dx - ^ (e 00 + 4e 01 + 2e 02 + 4e 0,3 + ... + 2e 0 - 8 + 4e 09 + e 10 ) 
J o 3 

= 1.71828278. 

Temos 

|E sr | = |5x^£eH ?e(0,l). 


| E SR | ^ 5.555 x 10 -7 x max | e x j = 1.51016* 10 6 . 

x 6E [0. l] 


Portanto, 
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Observe que |Eg R | » 0.00000151 < 0.00227 = |E^ R |, encontrado no Exemplo la. 
(*>) IEsrI * if ^ el i ^ ^o e pois mh = x m " x o - 1 e eUeero [0, 1]. 


A condigao | E gR { < 10 3 sera obedecida se h for tal que 


180 


e < 10“ 3 , isto e, h 4 < 0.06622 => h < 0.50728. 


Assim. m = 


b - a 


h 0.50728 

Trapezios precisamos de m ^ 16, como vimos no Exemplo lb. 


« 1.9713 =*> m ** 2. Observe que na regra dos 


OBSERVANCES 

0 Das expressoes obtidas para o erro na regra dos Trapezios e na de Simpson, 
conclulmos que a regra dos Trapezios Integra sem erro polinomios de grau 
n *£ 1 e a de Simpson polinomios de gran n ^ 3. 

ii) As demais formulas de integragao numerica, do Eipo formulas fechadas de 
Newton-Cotes, sao deduzidas de maneira analoga trabalhando com polino- 
mios de grau n = 3, n = 4 etc. 

in) Para um n qualquer, uma formula de Newton-Cotes e dada por 

X fi 

J n f(x) dx « J p R (x) dx * (usando a formula de Lagrange para p n (x)) 
x o x o 

= J n [f(x 0 )L 0 (x) + ftx^L^x) + ... + f(x fl )L n (x)] dx 
x o 

= [ J " L 0 (x) dx] fCxjj) + [ J n Lj(x) dx] f(x x ) + ... + 

*0 *0 
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+ [J “ L n (x) dx] f(x Q ) = 

= V( X 0) + A l f ( X l) + - + V( X n) 

Assim, nas formulas de Newton-Cotes, 

Aj,. = J Lfc(x) dx. 

x o 


7,2,5 TEOREMA GERAL DO ERRO 

Sendo n o grau do polinomio que interpola f(x) (n = 1 na regra dos Trap£zios) e lembrando 

que f e C k [a, bj significa que f e suas derivadas ate ordem k sao contmuas no intervalo 
[a, b], enunciaremos, sem demonstra^ao, o Teorema Geral do Erro nas formulas de Newton- 
Cotes. 


TEOREMA 1 

Seja f e C n - [a, b], Entao o erro na integra^ao numerica, E n , usando as fdrmulas de 
Newton-Cotes €: 

0 sene impar. 

h n+2 ftn+i) /tv f n 

E n = ‘ (n + 1 )j J o U (u 1) — ( u — n)du, £e[a,b]; 


r/) se n £ par, 

h n+3 f<n+2) f? \ r n n 

E n ~ — (n + 2)! ^ J 0 ^ “ 5 ) u ^ u “ ( u ” n ) du ’ 5 e l a > bj. 
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7.3 QUADRATURA GAUSSIANA 


Fizemos algumas observances sobre as fdrmutas de Newton-Cotes, no que diz respeiio ao erro. 

De maneira geral, uma formula de Newton-Cotes (que aproxima f(x) por urn 
polinomio que interpola f(x) em x 0 , Xj, x n ) e exata para polinomios de grau *£ n. A regra 
1/3 de Simpson € uma excefao, pois para ela n = 2 e, no entanto, 

J i p 3 (x)dx = I s , pois E s = - ^ pf><c) = 0. 

x o 


Vamos mostrar aqui que conseguimos deduzir outras formulas do mesmo tipo que as 
de Newton-Cotes, ou seja: 


f ** 

J f(x) dx ~ A Q f(x 0 ) + ... + A n f(x n ) 


onde Xq, Xj, x Q sao n + 1 pontos distintos. Tais formulas sSo exatas para polindmios de 
grau ^ 2n + 1 e sao conhecidas corao Quadratura Gaussiana. Mais referencias sobre este 
assunto podem ser encontradas em [3].e [27]. 

Das fdrmulas que vimos temos: 



a a 


if L„(x) dx] f(x n )} 


+ E = I„+E„ 

n n n 


ou seja t 


j f(x) dx » A 0 f(x 0 ) + ... + A n f(x n ), onde 

a 

f b 

A k = J L k (x)dx k = 0, 1 n 

a 


e, da expressao de E n , temos que, de um modo geral, estas formulas sao exatas para polinomios 
de grau ^ n. 
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Nas fdnnulas de Newton-Cotes, os pontos Xq, x n sobre os quais sao constnridos os 
polinomios L t (x) sao pomos igualmenre espa^ados, prefixados em [a, b]. Na Quadrature Gaus- 
siana deixamos x 0 , Xj, .... x n indeterminados e assim conseguimos formulas do mesmo tipo: 

J f(x) dx - A 0 f(x 0 ) + . . . + A n f(x n ), onde 

a 

r ^ 

A k — J L k (x) dx e que sao exatas para polindmios de grau =£ 2u + 1. 

a 

Veremos a seguir a construcao da f6rmula da Quadratura Gaussiana para n = 1, ou 
seja, queremos de term mar x Q , x ( , A 0 e Aj, fais que 

f b 

J f(x) dx * A 0 f(x Q ) + AjfifXj) seja exata para polin6mios de grau ^ 3. 

a 

Para simplicidade de eilculos, determinaremos esta formula considerando [a, bj 

= [-1, U* 


Direr que a formula 6 exata para polinOmios de grau ^ 3 equivale a dizer que a 
formula 6 exata para 


go(0 * 1 . g,(0 = U g 2 0) = t 2 e g 3 (t) = t 3 , ou seja, 
2 = J ] 1 dt = VA* + A iSo< l i> = A c + A i 

0 = | | t dt = Apgj^) + Ajgjftj) = AqIq + A ] t 1 

T = J dl “ A oM I (>) + A l®2^l^ = Vo + A t*J 

^ -I 

0 = J t dt = A 0 g 3 (t 0 ) + Ajg 3 (tj) = AqI^ + Ajl'i . 
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Temos entao o sistema nao linear com quatro equagoes e quatro incognitas: 
=2 

Agtp + A^t^ = 0 

A 0 tg + = 2/3 

A^Iq + Ajt| - 0. 


Resolvendo, temos 

^ - vT/ 3, t 1 =V3/3 e Aq-A^L 


Observe que 

L i ^ dl 'Li {-vr/3?^|/3) * - A o - 1 


e 



(t + V3/3) 

(>/3/3 + V3/3) 


dl 



= i 


No caso de urn interval© [a, b] generico, efetuamos a mudanqa de variaveis: 
para t € [-1, 1] corresponde x 6 [a, b] onde 

x = ~ [a + b + t(b - a)] e dx = ^ 3 dt . 


Exemplo 3 


.10 


Seja calcularj e x dx. Neste caso, [a, bj = [0,10], x = 5 + 5t, dx - 5dt, f(x) = e x e 


g(t) - e 5 5l . Usando a fdrmula da Quadratura Gaussiana com dois pontos temos 
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tp = - V3/3 = - 0,577350 e tj = V3/3 = 0.577350 

Aj — 1. 

Eritao, 

I = + AjgCt,)] - 5[t~ 5 + 5 ^ /3 + e' 5 ~ 5 1 ^ 3 ] - 

= 5[e- 2 113249 + e“ 7 88675 1 ] -0.606102. 


Sabemos que com seis casas decimals, 

10 

e~* dx = 0.999955, 

0 

Assim, o verdadeiro erro, com seis casas decimals, 6 
lenol = 10-999955 - 0.6061021 - 0.393853 

Para que lE^i « 0.393853, na regra dos Trapezios, seria necessario tabelar f(x) em, 
no mfnimo. 16 pontos (m 3* 15). 

E, para a regra 1/3 de Simpson, I E SR t ^ 0.393853, implica m 8 e seria ne- 
cessArio portanto, tabelar a fun^ao em 9 pontos. 

EXERCfCIOS 

1 . Calcule as integrals a seguir pela regra dos Trapezios e pela de Simpson, usando quatro e 

seis divisSes de [a, bj, 


Compare os resultados: 
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b) f \/iT dx 

J 1 



2. Usando as integrals do exercicio anterior com quantas divisoes do intervalo, no mini- 
mo, podemos esperar obter erros menores que 10 -5 ? 

3, Calcule o valor aproximado de J — “ — com tres casas decimals de precisao usando 


a) Simpson 

b) Trapezios. 


4. Em que sentido a regra de Simpson e rnelhor do que a regra dos Trapezios? 

5. Qual o erro maximo cometido na aproxima^ao de 
Simpson com quatro subintervalos? 

Calcule por Trapezios e compare os resultados. 


f (3 k 3 - 3x + l)dx pela regra de 
J o 


6 . 


Determinar h, a distancia entre Xj e x i+p para que se 
erro inferior a e = I O' 3 pda regra de Simpson. 


ji/2 

possa avaiiar f cos(x)dx 
J 0 


com 


7. Use a regra 1/3 de Simpson para integrar a fun^ao abaixo entre 0 e 2 com o menor 
esforqo computacional possivel (menor numero de divisoes e maior precisao). Justifi- 
que. Trabalhe com tres casas decimals. 



x 2 se 0 ^ x ^ 

(x + 2) 3 se 1 < x =e 


1 

2 


S. 


A regra dos Retanguios repetida e obtida quando aproximamos f(x), em cada subinter- 
valo, por um polinomio de interpolagao de grau zero. Encontre a regra dos Retanguios 
bem como a expressao do erro, fazendo: 
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a) F^j ( x ) = f(x H ) j = 1,2,. ..,m 

b) pjj (x) - f( - 1 ' y— 1 ) j - 1, 2 , .... m. 

Esta e a regra do Ponto Medio e e uma formula aberta de Newton-Cotes, 

9. Obtenha a formula do Erro para a regra dos Trapezios e para a regra 1/3 de Simpson a 
partir do Teorema 1 . 


10. Seja o problema: 

Interpolar a fungao sen(x) sobre [0, ji/ 4] usando um polinomio de grau 2 e integrar esta 
fungao, neste intervalo, usando a regra 1/3 de Simpson. 


Qual deve ser o menor numero m de subintervalos em [0, — ] para se garantir um erro 
menor que 1CT 4 tanto na integragao quanto na interpoiagao? 


11. a) Comprove grSfica e analiticamente que se: 

i) f '(x) € contmua em [a, b], e 

ii) f '(x) > 0, V x 6 [a, b], 

entao, a aproximagao obtida para I f{x) dx pela regra dos Trapezios e maior do 

J a 

-b 

que o valor exato da J f(x) dx. Considere n = 1. 


b) Sabendo que f(x) = e x + x 2 satisfaz as condigoes acima em [0, 1], e que 
i 

I = f (e* + x 2 )dx = 2.051, comprove que a condusao do item (<a) e valida 
J 0 

tambem para a regra dos Trapezios repetida, calculando I com erro inferior a 
5 x 10 -2 . Use ties casas decimals. 
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12. Deduza a formula de integragao da forma 

„l 

j f(x) dx » w 0 f{-0.5) + w 1 f(0) + W2f(0.5) 
que integre exatamente polinomtos de grau 2. 

13. Dada a tabela: 


X 

0.0 

0.2 

0.4 

0.6 

0.8 

1.0 

f(x) 

1.0 

1.2408 

1.5735 

2.0333 

2.6965 

3.7183 


e sabendo que a regra 1/3 de Simpson e, em geral, mais precisa que a regra dos 

r l 

Trapezios, qual seria o modo mais adequado de calcular I = J f(x) dx, usando a tabela 
acima? Apiique este processo para determiner l. 


14. Calcule, pela regra dos Trap6zios e de Simpson, cada uxna das integrals abaixo, com 
erro menor do que £ dado: 


.Jt 


«) f e sen M dx; e - 2 x 10 -2 . 

J o 


„n/2 

b) (sen(x)) l/2 dx; e = 1(T 4 . 


/ — dx 

— com precisao de 4 casas deci- 
mals. Compare o resultado com o valor de ln(2). 1 


16. Calcule ji da relagao jr/4 = f dx/(l + x 2 ) com erro de 10 -3 por Simpson. 

J o 
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17. Considere a integral: 

I = f e"* 2 dx. 

J Q 

a) Estime I pela regra de Simpson usando h = 0.25. 

b) Estime I por Quadrature Gaussiana com 2 pontos. 

c ) Sabendo que o valor exato de I (usando 5 casas decimals) € 0.74682, pede-se: 
cl) compare as estimativas obtidas em (a) e (6); 

c2 ) quantos pontos seriam necessarios para que a regra dos Trapezios obtivesse 

a mesma precisao que a estimativa obtida para I em (£>)? 


% 

MAKRON 
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SOLUQOES NUMERICAS DE 
EQUATES DIFERENCIAIS 
ORDINARIAS: PROBLEMAS DE VALOR 
INICIAL E DE CONTORNO 


8.1 INTRODUQAO 


Equates diferenciais aparecem com grande freqiiencia em modelos que descrevem quanti- 
tativamente fenomenos em diversas areas, como por exemplo mecamca de fhiidos, fluxo de 
calor, vibragoes, reagoes qufmicas e nucleares, economia, biologia etc. 

Considere, por exemplo, o circuito mostrado na Figura 8.1. A caixa quadrada 
representa um diodo de Esaki com a fungao caracteristica f(v) representando a corrente 
como fungao da tensao, v. As leis de Kirchoff aplicadas a este circuito nos fornecem a 
seguinte reiagao entre a corrente i e a tensao v; 


E 


L 

W 



i=t(v) 


R 


Figura 8. 1 
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L^=E-Ri-v = I(i,v) 
-Cf = f(v) - i = V(i, v) 


onde E, R, C e L sao constantes positivas e vf(v) s* 0 , V v. Temos assim um sistema de duas 
equates para ser resolvido. 

As equagoes do problema anterior sao chamadas equates diferenciais, uma vez que 
envoi vem derivada das fungbes. 

Se uma equagao diferencial tem apenas uma variavel independente, como e o caso das 
duas equagoes do nosso exemplo, entao ela 6 uma equaqdo diferencial ordindria , que e o 
assunto do nosso estudo neste capitulo. Sao exemplos de equates diferenciais ordindrias: 

^ = x + y; y ' = x 2 + y 2 ; y " + (1 - y 2 )y ' + y = 0 e u" + e _u - e u = f(x). 


Se a equagao diferencial envolve mais que uma variavel independente entao ela € uma 
equaqdo diferencial parcial , como a equagao 

d 2 u 

= 0 com u = u(x, y) e —5- indicando a derivada parcial segunda de 


dx 2 dy 2 
u(x, y), em relate k variavel (.). 




Uma soluqao de uma equaqdo diferencial ordindria e uma fungao da variavel inde- 
pendente que satisfaga a equagao. Assim, 


dv 

<) ^ = y = y tem y(x) — ae\ a e R como solugao; 


ii) u f " = 0 6 satisfeita para u(x) = p ? (x) onde p 2 (x) e qualquer polindmio de grau 2. 


Isto ilustra um fato bem geral: uma equagao diferencial possui uma famflia de 
solugoes e nao apenas uma. A Figura 8.2 mostra uma familia de solugoes de y = y e de y = -y. 
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Figura 8.2 


A equagao do exemplo (i) € de primeira ordem ao passo que a do exemplo (ii) e 
de 3 s ordem. Assim, ordem de uma equagao diferencial e a mais alta ordem de derivagao 
que aparece na equagao. 

Uma equagao diferencial ordinaria e dita linear se a fungao e suas derivadas 
aparecem linearmente na equagao. Assim, xy ' - x - y e linear e 

y " + (1 - y 2 )y' + y = 0 e u " + e -u = f(x) sao nao lineares. 

Ja que, como ilustram os exemplos (i) e (ii), uma equagao diferencial nao possui 
solugao unica, vemos que para individualizar uma solugao temos de impor condigoes suple- 
mentares. Em geral, uma equagao de ordem m requer m condigoes adicionais a fim de ter 
uma unica solugao. Em principio, estas condigoes podem ser de qualquer tipo, por exemplo, 

y{0) - i 
y'(4) - -5 

y(2) + 5y'(3) - 6 

f sen xy(x) dx = 0 

J o 

l im y(x) = k 

X « 
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Se, dada uma equagao de ordem m, a fungao, assim como suas derivadas ate 
ordem m - 1, sao especificadas em um mesmo ponto, entao temos um problema de valor 
initial, PVI, como sao os casos: 

. [y'(x) = y 

a) I y(0) - l 

y + (x + 1 )y ” + cos xy ' - (x 2 - l)y = x 2 + y 2 sen(x + y) 

b) y{0) - 1.1, y'(0) - 2.2, y"(0) - 3.3 


Se, em probiemas envolvendo equagoes diferenciais ordinarias de ordem m, 
m ^ 2, as m condigoes fomecidas para busca de solugao unica nao sao todas dadas num 
mesmo ponto, entao temos um problema de valor de contorno, PVC. 

Um exemplo de problema de contorno € o de uma barni de comprimento Lsujeita 
a uma carga uniforme q. Se, no ponto x 0 = 0 esta barra esta presa e em x L «* L ela esta so 

apoiada, este problema € descrito pelo seguinte problema de contorno: 

y^ iv )(x) + ky(x) = q 
■ y(0) - y'(0) - 0 
y{L) - y ff (L) - 0 

k. 

onde k e uma constante que depende do material da bana. 

Ao contrario do que ocorre com os PVI, 6 comum que poblemas de contorno nao 
tenham unicidade de solugao. Por exemplo, para todo a E 1R, y(x) = a(l + x) e solugao do 
PVC: 


y" - 0 

y(-l) = 0 

y(l) - 2y'(l) - 0 


8.2 PROBLEMAS DE VALOR INICIAL 


A razao mais forte de introdu 2 irmos metodos numericos para aproximar soiugoes de pro- 
biemas de valor micial (PVI) £ a dificuldade de se encontrar, analiticamente, as soiugoes da 
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equagao. Em muitos casos, a teoria nos garante existencia e unicidade de soluqao, mas nao 
sabemos qua! e a expressao analitica desta solugao. 

Os metodos que estudaremos aqui se baseiam em: 


dado o PVI: 


y' - «*.y) 
y( x o> = y 0 


construimos x,, x 2 , x n que, embora nao necessariamente, para nos serao igualmente 
espaqados, ou seja: x i+1 - x ; «• h, i - 0, 1, .... e caiculamos as aproximaqoes y i - y(x ; ) nesles 

pontos, usando informa goes anteriores. 

Se, para calcular y ] usamos apenas yj_ 1 teremos um metodo de passo simples ou 
passo um. Por6m, se usarmos mais valores, teremos um metodo de passo multiplo. 

Como estamos trabalhando com PVI de primeira ordetn, temos uma aproximaqao 
inicial y(x 0 ) para a soluqao. Assim, os metodos de passo um sao classificados como auto- 
iniciantes. Ja para os metodos de passo multiplo temos de lanqar mao de alguma estrategia 
(como usar metodos de passo simples) para obtermos as aproximagoes iniciais necessarias. 

Outras caracteristicas dos metodos de passo simples sao: 0 em geral temos de 
calcular o valor de f(x, y) e suas derivadas em muitos pontos; it) temos dificuldades em 
estimar o erro. 


6.2.1 METODOS DE PASSO UM (ou passo simples) 

METODO DE EULER 

Um metodo numerico que podemos aplicar a solugao aproximada de um PVI: y' = f(x, y), 
y(x 0 ) *-y 0 e o metodo de Euler, o qual consiste em: como conhecemos x Q e y 0 - y(x 0 ), 

entao sabemos calcular y'(x 0 ) • ffxg, y 0 ). Assim, a reta que passa por (x 0 , y 0 ) com coeficien- 
te angular y '(xq), r 0 (x) e conhecida: 

r 0 (x) = y(x 0 ) + (x - x 0 )y'(x Q ) 

Escolhido h = x k+1 - x k , y(xj) - yj = r^Xj) - y G + hy'(x 0 ), ou seja, 


y L - y 0 + hf(x Q , y 0 ). 
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O raciocinio € repetido com (x,, yj) e y 2 - y 1 + hf(X| f y 1 ) e assim, sucessi- 
vamente, o metodo de Euler nos fornece 

y k+1 “ y k + hf(x k , y k ), k - 0, 1, 2, ... 


GRAFiCAMENTE 



METODOS DE SERIE DE TAYLOR 

Os m&odos quc usam o desenvolvimento em s^rie de Taylor de y(x) teoricamente fomecem 
solu^ao para qualquer equate diferencial. No entanto, do ponto de vista computacional, os 
metodos de s^rie de Taylor de ordem mais e lev ad a sao considerados inaceitaveis pois, a 
menos de uma dasse restrita de fun^oes f(x, y) (f(x, y) = x 2 + y 2 , por exemplo), o c£lculo 
das derivadas totais envoi vidas e extremamente complicado. 

Suponhamos que, de alguma forma, tenhamos as aproximagoes y t , y 2 , ... f y n para 
y(x), em k v x 2 , .... x r 
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Se y for suficientemente "suave”, a serie de Taylor de y(x) em tomo de x = x n e 

(x - xj 2 y (k) {xj 

y(x) = y(x n ) + y '(x n Kx - x n ) + y "(x fl ) — - — + . . . + — (x - x n ) k + 

, y <k+l, (4 I ) e 

(k+ 1 )! (X “V ' entrex D e x. 


Assim, 

y(\ +l ) = y(x n ) + y'(x B XVi 


V 


+ y"W 


(x 


n+] 


- 


2! 


+ y flt) (x n ) 


<*»*-*/ 

k! 


Se represents a aproximafao para a j-6sima derivada da fungao y(x) em x n : 
y^(x n ) e h = x n+ , - x n , leremos: 

y<Vi) * Vi = y„ + yi h + % t + - + yf h 


k! 


e o erro de truneamento e dado por 

y (k+1, (^ ) 


e(x ) = — h k+1 

n (k+1)! 


Observamos que, se y(x) tem derivada de ordem (k+1) continua num intervalo 
fechado I que contain os pontos sobre os quais estamos fazendo a discretiza^ao, entao existe 
M k+! = m&x ly* k+1 )(x) I; assim teremos um majorante para o erro de truneamento pois 

X E I 


Iy ,k+,) <yi 


I e(x n ) ! ^ mdx , I e{x) I 
xe I 


M kt |h ktl 


Ch k+1 


(k+1)! 
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Um metodo num&rico € dito de ordem p se existe uma eonstante C tal que 
le(x n+1 )i < Ch^ 1 


onde C pode depender das derivadas da fungao que define a equagao diferencial. 
Portanto, os m^todos de sdrie de Taylor sao de ordem k. 

Para aplicar o metodo de Taylor de ordem k: 


y^, = y n + y„ h + + *- + hk temos de calcular y'' t y"' yj 0 


y(^) 
1 n 


Agora, 

y'(x) = f(x, y(x». Entao 

y"(x) = f x (x, y(x)) + f y (x, y(x))y'(x) = f x + f y f em uma notagao simplifieada. 
Assim, por exemplo, o metodo de serie de Taylor de 2* ordem 6 


h 2 


y^i = y„ + !>«*„, y n ) + y [f x (v y„) + f y (x n , y„) f<*„, y„)l, n = 0, 1, 


Analogamente, 

y"'(x) = f xx (x, y(x)) + f xy (x, y(x))y'(x) + 

+ [f yx (x, y(x)) + f yy (x } y(x))y'(x)]y'(x) + f y (x, y(x)) y"(x) = 

= f* x + V +(f y* + V )f+f A + f A 

em notagao simplifieada. 

A SS im. y'" = f„ + f Iy f + f y /+ f yy f 2 + f y f x + fjf 

= f» + 2fxyf +f y/ 2 + f x f y + (f y > 2f - 
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A terceira derivada total j£ nos mostra a dificuldade nos c&lculos. Observe ainda 
que, para cada n, n = 0, 1, ... temos de calcular todos esses valores. 

Consideremos o metodo de sdrie de Taylor de ordem k = 1, ou seja, 

y'% ) 

Vi = y„ + K onde '(* 0+ i) = — 

Conforme vemos, este e o mdtodo de Euler; conclutmos portanto que o metodo de 
Euler € um metodo de s£rie de Taylor de ordem 1. 


Exemplo 1 

Seja o PV1: y' - y, y(0)= 1. Trabalhando com quatro casas decimals, usaremos o metodo de 
Euler para aproximar y(0.04) com E ^ 5x 1CT 4 . 

Do que vimos anteriormente. 


e(x„) = 


y '% ) 

n_ 

2 


h 2 


Neste caso, conhecemos a solugao analftica do PVT: y(x) - e*; temos entao que 

M 2 = max I y"(x) I = e 0 04 = 1 .0408 => I y"(E ) I M ? 
x e [0,0.04] " 


donde 


I e(x) I 


1.0408 


h 2 


¥ x e [0, 0.04] 


1.0408 


h 2 < 5 x 10 4 ; entao h 2 


2 X 5 X 10~ 4 10" 3 


1.0408 


1.0408 


e portanto h ^ 0.0310. 


Tomemos pois o maior h, de forma a trabalhar com pontos igualmente espa^ados, 
ou seja, h = 0.02 pois queremos y(x) para x = 0.04. 
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Assim, x Q = 0 e y(x 0 ) = y(0) - y 0 = 1 . 

Xj =0.02 

x 2 = 0.04 


Agora y(x j) « y , = y 0 + h^x^) = y 0 + hy 0 = 


= y 0 (! + h)= 1(1 +0.02) = 1.02 

e y(x 2 ) = y 2 = y, + hflCx^y^ = ... = y L (l +h)= 1.02(1.02) = l, 02 2 = 1.0404. 

Dado que e 004 , com quatro casas decimals, vale 1.0408, temos que o eno cometido 
foi 1 .0408 - 1 .0404 = 4 x 10~ 4 < 5 x 10“ 4 . 


Exempio 2 


Calcular y(2.l) usando a s£rie de Taylor de 2" ordem para o PVI: 


{ 


xy' = 

y(2) ~ 


x-y 

2. 


Temos y' = (x-y)/x = 1 -y/x =» y'(2) = 1 - 2/2 = 0. 


EntSo, 


y" = -y'/x + y/x 2 => y "(2) = 0 + 2/4 = 1/2 
e y(x) = y(2) + <x - 2)y'(2) + y"(2) + y'"ffi 

= 2 + i (x - 2) 2 + i<x-2)V'© 

=> y(2.1) = 2 + 0.25(0. 1) 2 + ... - 2.00238 

Agora, y"' = -y"/x + 2y'/x 2 - 2y/x\ Assim, a menos que tenhamos alguma infor- 
ma^ao sobre a soiu^ao do nosso problema, por exempio, y"'(x) = K. o que acontece muitas 
vezes, ficamos impossibilitados de medir o eno cometido. 
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METODOS DE RUNGE-KUTTA 

A ideia tasica destes metodos e aproveitar as qualidades dos metodos de serie de Taylor e 
ao mesmo tempo eliminar seu maior defeito que e o calculo de derivadas de f(x, y) que, 
con forme vimos, torna os metodos de serie de Taylor computacionalmente inaceitaveis. 

Podemos dizer que os metodos de Runge-Kutta de ordem p se caracterizam pelas 
tres propriedades: 

i) sao de passo um; 

ii) nao exigem o cdlculo de qualquer derivada de f(x, y); pagam, por isso, o 
preqo de calcular f(x, y) em varios pontos; 

Hi) apds expandir f(x,y) por Taylor para fungao de duas variaveis em tomo de 
(x n , y n ) e agrupar os termos semelhantes, sua expressao coincide com a do 
metodo de serie de Taylor de mesma ordem. 


Metodos de Runge-Kutta de 1- ordem - metodo de Euler 

Ja vimos que o metodo de Euler e um metodo de serie de Taylor de l 6 ordem: 

y n+ i - y n + by n’ n ■ °> 1. 2 Entao 

y n+ i = y n + hf(x n , y n ), n - 0, 1, 2, ... e o metodo de Euler satisfaz as tres proprie- 
dades acima que o caracterizam como um metodo de Runge-Kutta de ordem p = 1. 


Metodos de Runge-Kutta de 2- ordem 

Exporemos inicialmente um metodo particular que e o metodo de Heun, ou metodo de Euler 
Aperfeiqoado, pois ele tem uma interpretaqao geomdtrica bastante simples. 

Conforme o proprio nome indica, este metodo consiste em fazer mudanqas no 
metodo de Euler para assim conseguir um metodo de ordem mais elevada. 
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Metodo de Euler Aperfeigoado 
GRAFICAMENTE 



Dada a aproximagao (x n , y n ), supomos a situagao ideal em que a curva desenhada com linha 
cheia seja a solugao y(x) da nossa equagao (isto s6 acontece mesmo em (x Q , y^), 

Por (x n , y n ) tragamos a reta L x cujo coeficiente angular e y a - f(x n , y n ), ou seja, 

L i : z i« - y„ + - x X - y D + (* - *,«v yJ- 

Assim, dado o passo h, Zi(x n+1 ) - z 1 (x n + h) = y n+1 do metodo de Euler, que 
chamamos aqui de y n + v Seja P ■ (x fl + h, y n + hy a ) = (x n+1 , y n + j ). Por P agora, fraga- 

mos a reta L 7 , cujo coeficiente angular e f(x a + h, y n + hy a ) = f(x n+1 , y n + 1 ): 

L 2 : z 2 (x) - (y 0 + hy ' Q ) + [x - (x n + h)] f(x n + h, y n + hy' ) 


A reta pontilhada passa por P e tern por inclinagao a media das inciinagoes das 
retas L x e Lj, ou seja, sua inclinagao e [f(x n? y n ) + f{x n + h, y n + hy a )]/2. 

A reta L passa por (x n , y n ) e e paraleia a reta L^, donde 

L : z(x) = y n + (x - x n ) [f(x fl , y fl ) + f(x n + h, y n + hy^j/2. 
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O valor foraecido para y n+ 1 peio metodo de Euler Aperfeifoado 6 z(x R + h) = 
z(x n + j), ou seja 


y*n = y n + | [ f (v y n ) + f (\ + y n + K n = o, i, 2, ... 

Observamos que este metodo 6 de passo um e s6 trabalha com cdlculos de f(x, y), 
nao envoi vendo suas derivadas. Assim, para verificarmos que ele realmente e um metodo de 
Runge-Kutta de 2 a ordem, falta verificar se sua formula concorda com a do metodo de serie 
de Taylor ate os termos de 2“ ordem em h: 

Vi = + y„) + 7 v*„. y„) + 7 y.*A- yJ 

com e(x„ +| ) = |y 


No metodo de Euler aperfeigoado temos de trabalhar com f(x n -f h, y n + hy'^ ). 
Desenvolvendo f(x, y) por Taylor em tomo de (x n , y n ), temos: 

f(x, y) = f(x„, y n ) + f x (x n , y n Xx - xj + f y (x„, y n )(y - y„) + \ [f xx (<x, (3)<x - x„) 2 + 

+ 2f xy (a, p)(x - x„Ky - y„> + f yy ( a, PXy - y„) 2 ] 

com a entre x e x n e p entre y e y R . 

Assim, 

f(x„ + h,y n + hy;) = f(x 0 , y n ) + f x (x n , y„)h + f y (x n , y„)h y ; + 

+ f [f M (a. P) + 2f xy (a, ply' + f yy (a, p)y' 2 ] . 
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Entao o m6todo de Euler Aperfeigoado fica: 

y«.i = + \ ( f < x „. + f (v V + hf x(v yJ + 

+ W( v y n )f y (x n , y„) + f [f„(a, p) + 2f(x„, y„)f xy (a, p) + f 2 ^, yjg/a, PM } = 

=y„+ m(v y.) + 7 [f,(v y„) + « x „. y„) f y ( x „. y„M + 


+ ~ [f„(a, P)+ 2f(x n , y„)f ly (a, P) + f 2 ^, y„)f yy (a, P)]. 

Esta formula concorda com a do m£todo de serie de Taylor ate os termos de 
ordem h 2 , provando assim ser um metodo de Runge-Kutta de 2 fl ordem. 


Forma geral dos metodos de Runge-Kutta de V ordem 

O metodo de Euler Aperfeigoado 6 um metodo de Runge-Kutta de 2 a ordem e podemos 
pensar que ele pertence a uma classe mais geral de mdtodos do tipo 

Vi = y„ + ha i f < x „' xp + h ¥ (x n + b i h - y„ + b 2 h /„>- 

Para o metodo de Euler Aperfeigoado, 
a, = 1/2 b, = 1 

a 2 * 1/2 b 2 = 1 

A pergunta natural que surge neste momento € se este tipo de metodo nao poderd 
ser um metodo de Runge-Kutta de ordem maior que dois. 

Temos quatro pardmetros livres: a p a 7 , b, e b 2 , Para que haja concorddncia com a 
serie de Taylor at£ os termos de ordem h 1 6 necessdrio um parametro. Considerando agora 
f(x n + b,h, y n + b 2 bVj' ) calculado pela serie de Taylor de f(x, y) em tomo de (x n , y n ) vemos 

de maneira complelamente analoga ao que foi visto para o metodo de Euler Aperfeigoado 
que> para haver concordance desta formula com a do metodo de serie de Taylor ate os 
termos de ordem h 2 sao necessarios mais dois parametros, visto que ha a considerar os 
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termos h 2 f x e tr£f y . 0 ultimo parametro que resta obviamente nao e suficiente para que se 
exija concordancia ate os termos de ordem de h 3 . 

Porem, com quatro parametros disponiveis e apenas tres exigencias, teremos uma 
infinidade de metodos de Runge-Kutta de 2 4 ordem, 

Realmente, como 

f{x„ + b,h, y„ + b 2 h y ; ) - f(x n , y„) + b,hf x <x n , y„) + b 2 hf(x n , y„)^(x n , y„) + 

+ termos em h 2 , 

y w i -y n + y„) + y„) + bjhf,,(x n , y 0 ) +b 2 hf(x n , y„)iy(x n , y„)] + 

+ termos em h 3 , Entao, 

y«i - y D + < a i + *jMv y n ) + + (a^h 2 ^, y„) f ,< x n. y„) + 

+ termos em h 3 . 

Assim, para haver concordancia com o metodo de serie de Taylor ate os termos 
em h 2 i preciso que: 

a j + aj = 1 

J ajbj - 1/2 

' a 2 b 2 - 1/2 ; 


confonne j & foi observado, um sistema de tr6s equaqoes e quatro variaveis. 

Escolhendo um dos parametros arbitrariamente, por exemplo a 2 = w * 0, teraos 

a 1 ~ 1 - w 

bj = b 2 - l/2w 

e a forma geral dos metodos de Runge-Kutta de 2- ordem € dada por 

y„ + i - y D + w 1 - w > f < x n’ y„> ♦ w «* D + ^ > y n + ^ y«)>]> n - o, i, 2 
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Metodos de Runge-Kutta de ordens superiores 

De forma an^loga pode-se construir metodos de 3 8 ordem, 4 8 ordem, etc, 

A seguir serao fornecidas apenas fdrmulas para metodos de Runge-Kutta de 3 8 e 
4- ordens: 

2 14 

3* ordem: y n+1 - Y n + £ k i + 3^2 + 9 ^ onde 

k i - y n ) 

k 2 “ hf t X n + 2 ’ y o + ~2 ^ 

k 3 " MG*n + | ^ Yn + | k 2>’ 

4 e ordem: y n+1 - y n + | (k x + 2 Lj + 2 kg + k 4 ), onde 

k i - hf <v y n > 

b, - hf(x„ + h/ 2 , y n + fcj/ 2 ) 
k 3 = hf(x n + h/ 2 , y n + k 2 /2) 

k 4 " hf t X n + h ’ y n + * 3 )- 


Chamamos a atengao novamente para o fato de os metodos de Runge-Kutta, 
apesar de serem auto-iniciaveis (pois sao de passo um) e nao trabalhaTem com derivadas de 
f(x, y), apresentarem a desvantagem de nao haver para eles uma eslimativa simples para o 
erro, o que inclusive poderia ajudar na escolha do passo h. 
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Existent ainda adaptagges dos metodos de Runge-Kutta que sao simples opera- 
cionalmente e que sao usadas tambem para estimativas de erro e controle do tamanho do 
passo h. Na referenda [12] o leitor encontra a explicagao, bem como u m a listagem de uma 
rotina baseada em metodos de Runge-Kutta para resolugao de problemas de valor inicial. 
Basicamente esta rotina exige seis caJculos de f por passo, quatro dos quais sao combinados 
com um conjunto de coeficientes para produzir um metodo de 4- ordem e todos os seis 
valores sao combinados com um outro conjunto de coeficientes para produzir um metodo 
de 5 a ordem; a comparagao dos dois valores fornece uma estimativa do erro e tambem e 
usada para controle do tamanho do passo. 


Exempto 3 

Seja o PV1 do Exemplo 2: 

xy' - x-y 

-I 

y(2) - 2 


y'.l-y/x=>f(x,y)-l-* 
y(x) - 2 


Encontrar y(2.1) pelo metodo de Euler com: 

a) h - 0.1 

b) h = 0.05 

c) h - 0.025 

- y a + y n > 

=* sw • *.> + h - h ~ 

.h + (l-^-)y n 
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a) h = 0.1 ^x 0 = 2.0 e x, -2.1 

»y( 2 . 1 )~y 1 -h + <l-7-)y cl -0.1 + (l -^ 1 )2 

x o 

=>y 4 =0.1 + 2-0.1 -2=>y(2.1) -2.0 

b) h = 0.05 => x Q = 2.0; Xj - 2.05; ^ = 2.1 

=>y(2. l)-y 2 

y, - h + (1 - — ) y 0 = 0.05 + (1 - ~~ )2 - 0.05 + 2 - 0.05 = 2 

Xq 2 

y 2 - h + (1 - — ) y 4 - 0.05 + (1 - )2 = 0.05 + 1.9512195 - 2.0012195 

=* y(2.1) - 2.0012195 

c ) h = 0.025 => Xq - 2.0; x 1 - 2.025; x 2 = 2.05; x 3 = 2.075; x 4 - 2.1 

=* y(2.1) - y 4 


yi -h + (l - — )y 0 - 0.025 + (1 -^^>2 - 0.025 + 2 - 0.025 = 2 

Xq 2 


y 2 - h + (1 - ) y j - 0.025 + (1 - ) 2 = 2.0003085 


y 3 - h + (1 - — ) y 2 - 0.025 + (1 - ) 2.0003085 = 2.0009145 

*2 


2.05 


y 4 


- 0.025 + (1 - 


0.025 

2.075 


) 2.0009145- 2.0018071 


=> y(2.1) - 2.0018071. 
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Exemplo 4 

Dado o PVT abaixo, estimai y(l) por varies metodos e varios tamanhos de passo h. 
y' - 0.04y => y) - 0.04y 
y(0) = 1000 

Sabemos que a soluqao exata 6 y(x) = 1000 e 004 donde y(l) = 1000 e° 04 = 
1040.8108 

a) Metodo de Euler 

y a+ i - y a +hf (vy n ) 

=► y 0+ i = y n + h X 0.04 X y D - (1 + 0.04h)y n . 


Assim, y ( * (1 + 0.04h) x 1000 

y 2 - (1 + 0.04 h)yj - (1 + 0.04h)(l + 0.04h)1000 - (1 + 0.04) 2 x 1000 


y k - (1 + 0.04h) k x 1000, k - 1, 2, 3, ... 


Para h = 1, temos 

y(l) - y l - (1 + 0.04) x 1000 «= 1040. 


Cap. 8 Soluqaes numiricas de equates diferenciais ordindrias. 
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Para h = 0.5, temos 

y(l) « y 2 e 

y 2 = (1 + 0.04 x Q.5) 2 x 1000 = (1 + 0.02) 2 x 1000 = 1040.4. 

Para h = 0.25, temos 

y(i)«y 4 e 

y 4 = (L + 0.04 x 0.25) 4 x 1000 = . . . = 1040.604. 

Para h = 0.1, temos 
y(O = y l0 e 

y ]0 = (l + 0.04x0. l) 10 x 1000=1040.7277. 

b) Metodo de Euler Aperfei^oado (Runge-Kutta de 2 a ordem): 

y„+i = y„ + 2 [f(x n- V + f (*„ + h ' y„ + hf <v y„))l 

= y„ + 1 [0-04y o + 0.04fy n + hx 0.04y n )] 

= y„ + 1 [0.04y n + 0.04y„ + h x 0.04 2 y„] 

= (l+0.04h+yx0.04 2 )y o 
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Anaiogamente ao que vimos no m6todo de Euler, 

u2 

y k - (1 + O.G4h + ~ 0.04 2 ) k x 1000 

Para h = 1, temos 

y(l) - yj - (1 + 0.04 + j x 0.04 2 ) x 1000 = 1040.& 

Para h = 0.5, temos 

y(l) - y 2 = (1 + 0.04 x 0.5 + x 0.04 2 ) 2 x 1000 = 1040.808. 

Para h = 0.25, temos 

y(l) - y 4 - (1 + 0.04 X 0.25 + X 0.04 2 ) 4 x 1000 = 1040.8101. 


Para h = 0.1, temos 

y(l) - y 10 - (1 + 0.04 x 0.1 + x 0.04 2 ) 10 x 1000 = 1040.8107 


Comentarios: 

Dad a a resposta exata yfl) = 1040.8108 com quatro casas decimals, vemos que, 
que h diminui, cada metodo obtem uma melhor aproximaqao e que entre os do is, 
de se esperar, o mdtodo de Euler Aperfeiqoado fornece melhores resultados; 
para h = 0.1, y(l) * 1040.8107, por Euler Aperfeiqoado! 

Observances que sen do x Q = 0, entao x k = x 0 + k x h = k x h. 


a medida 
como era 
veja que 
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Agora, a s6ne de Taylor de e 004x , em torno de x ~ 0 6: 

2 3 

e 0.04x = j + 004x + 0.O4 2 ^- + (0.04) 3 + ... . 


h 2 h 3 

Assim, e 0 04h = 1 + 0.04h + 0.04 2 y + (0.04) 3 =r. + 


h 2 

Vemos que tanto (1 + O.CHh)* 1 do m£todo de Euler como (1 +0.04h+ 0.04 2 — ) k 
do m&odo de Euler Aperfei^oado sao aproxiniaf 5es para e® = e 0 04 \, 

E, logicamente, a segunda aproxima^ao esti mais prdxima mesmo do valor exato. 

Observamos ainda que, como estamos interessados em y(l), ou seja, x = 1, 
entao k = ^. Assim, € tambdm natural que, no metodo de Euler, k medida que h diminui, 
chegamos mais proximos da solu^ao pois 

e 0.04 _ jj m (1 + 0.04h) 1/h . 
h 0 

De maneira analoga, com urn pouco mais de e labor a^ao nos c£lculos, veiificamos 
este resultado para o metodo de Euler Aperfei$oado. 


c) Metodo de Runge-Kutta de 3 a ordem: h - 1 

2 . , 1 . 4 , 

y n+ i = y B + 9 k i + 5*2 + 5 ^ 

k l = hf < v y„) = h x 0.04 x y n 

<4 = hf <*» + y„ + y ) = h X 0.04(y n + y ) 
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k 3 -M(x B + |h f y n + |k 2 ) -hx 0.04(y n + | kj) 

y(i) “ y 5 = y 0 + § k i + 3 k 2 + 1 ^ 
kj * 0,04 X 1000 = 40 
= 0.04(1000 + 20) - 40.8 

k 3 - 0.04(1000 + ^ x 40.8) =41.224 

=* y . = 1000 + | x 40 + ~ x 40.8 + ^ x 41 .224 - 1040.8107. 
1 9 3 9 


Exemplo 5 

Dado o PVI: 

y' - i^T + ( x + 1)3 

y(0) - 3 

L 

obtenha y(l) e y(2). 

A solugao exata desta equagao e: y(x) = ^ [(x + l) 4 + 5(x + l) 2 ], portanto, y(l) = 18 
e y(2) = 63. 

Aplicando o metodo de Runge-Kutta de 4- ordem, obtivemos os seguintes resul- 


tados: 
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Para h = 0.125: 


k 

x(k) 

y ( k ) 

1 

.125 

3.964938 

2 

.25 

5.126896 

3 

.375 

6.513706 

4 

.5 

8.156128 

5 

.625 

10.08786 

6 

.75 

12.34551 

7 

.875 

14.96864 

8 

1 

17.99972 

9 

1.125 

21.48418 

10 

1.25 

25.47034 

11 

1.375 

30.00947 

12 

1.5 

35.15578 

13 

1.625 

40.96639 

14 

1.75 

47.50137 

15 

1.875 

54.8237 

16 

2 

62.99929 


Para h = 0.2: 


k 

x(k) 

y ( k ) 

1 

.2 

4.636539 

2 

.4 

6.820251 

3 

.6 

9.67593 

4 

.8 

13.34757 

5 

1 

17.99838 

6 

1.2 

23.81075 

7 

1.4 

30.98627 

8 

1.6 

39.74576 

9 

1.8 

50.32921 

10 

2 

62.99581 
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8.2.2 METODOS DE PASSO MULTIPLO 

Conforrae vimos, os metodos de passo simples precisam de in formaqao sobre a soluqao 
apenas em x * x n para achar uma aproximapao para y(x n + h); no entanto, eles exigem ou 

cAlculos de derivadas ou o calculo de f(x, y) em varios outros pontos. 

A caracteristica dos metodos de passo multiplo 6 que eles usam inform a^oes sobre 
a soluqao em mais de um ponto. Iniciaimente vamos supor que conheeemos apr ox imagoes 
para y(x) em x Q , x r x n e que x i+1 - Xj = h, i = 0, 1, n. Exporemos aqui uma classe 
de metodos de passo multiplo que e baseada no principio de integraqao numerica conhecido 
como metodos de Adams- Bashforth; a ideia e integrar a equaqao diferencial y' - f(x, y) de 


x n at* x n+1 : 


f 0+1 y '(x) dx =/ n41 f(x, y(x)) dx 


y(\ + i) - y(\) - / n+1 f(x, y(x)) dx 


Dessa forma, 


y(x n+1 ) = y(\) + / x fl+1 *(x, y(x)) dx 

a 

e devemos entao aproximar f “ 4i f(x, y(x)) dx por uma formula de quadratura numerica por 

J x 

n 

nos escolhida. 

a) Metodos expltcitos: os mdtodos explicitos desta classe sao obtidos quando 
trabalhamos com x p , x lT x n . m para aproximar a integral acima. 

Aproximamos f(x, y(x)) pelo polmomio de grau m, p m (x) que interpola f(x, y) em 

V x n-l x n m e ent *° 

yK + i) * y( x 0 ) + p m (x)te 

m 
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Se, por exemplo, esco thermos m - 3, a fungao f(x, y(x)) serA aproximada pelo 
polinomio p 3 (x) que a interpola nos pontos (x n , y n ), (x B . 1 , y n4 ),(V2> Vi)’ ( x n-3’ V3)> 
chamando = f(x n j , y D _p, j = 0, 1, 2, 3, teremos: 

f(x,y(x)) = y'(x) - p 3 (x) - L_ 3 (x)f n _ 3 + L_ 2 (x)f n _ 2 + L^x)^ + L Q (x)f n 
onde, para xj + 1 - x. * h: 

L_ 3 (x) - [<x-x n _ 2 Xx - x n _ 1 )(x - x n )]/(-h)(-2hX-3h> - 
" a? K * ' V 2 X* _ ViK x - M 


L_ 2 (x) - ((x-x^jKx - x n _jXx - X n )]/(h)(-h)(-2h) = 


2h 3 


K x - V3>( x - ViX x - x „)l 


L_j(x) - [{x-x„_ 3 Xx - x n 2 )(x - x„)]/(2h)(h)(-h) - 


- ^ [< x - VjX x - - x nX 

Lq(x) - [(x-x n 3 )(x - x n _ 2 )(x - x n l )]/(3h)(2h)(b) 

- ^3 [(x - x „- 3 X x - V 2 X* - Vi>] 


Fazendo a mudanga de vari&veis — = s, temos dx = hds e x = hs + x n , Entao, 
x - x n . 3 = (s + 3)h; x - x d . 2 - (s + 2)h; x - x^ = (s + l)h; x - x n = sta donde teremos: 

L_ 3 (s) - “ (s + 2)(s + l)s - y (s 3 + 3s 2 + 2s) 

L_ 2 (s) - ^ (s + 3)(s + l)s = ^ {s 3 + 4s 2 + 3s) 
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L_j(s) - (s + 3)(s + 2)s^~ (s 3 + 5s 2 + 6s) 

L^s) - ^ (s + 3X& + 2)(s + 1) * | (s 3 + 6s 2 + 11s + 6) 


Assim, 

/ f(x, y(x)) dx -J* 0+1 P3OO dx « y- f n _3 J (s 3 + 3s 2 + 2s)ds + 

+ ^ f R J (s 3 + 4s 2 + 3s) ds - ^ f Q ^i J*^(s 3 + 5s 2 + 6s) ds + 

+ 7 f ’ f (s 3 + 6s 2 + 11s + 6)ds 

6 nJ 0 


h „ ,1 . h ,1 4 3, h - ,1 5 h f/ l _ 11 

-5U<i +1+1) + 2 f ”-2 t 4 + 3 + 2 ) ‘2 f -> ( i + r 3)+ 6 f » ( 4 +2+ T +6) 


9h 37h 59h 55h 

24 t °- 3 + 24 Xa ~ 2 ~ 24 1(1 “ 1 + 24 Tn 


Assim, o metodo de passo multiplo por n6s escolhido, 

y(x Q+1 ) - y( x n ) + Sr f(x, y(x))dx i 

A 

y„,i -y a *Y4 [55f » - 59f -i + 37f »-y - 9f n-3> <‘> 

que e um metodo de passo multiplo explicito pois, para o calculo de y B+1 usaremos y B , y n .p 
y n _2 e y n _ 3 - (y n+l tem forma explirita em funqao dos outros y k , k = n - 1, n - 2, n - 3,) 

Observamos que, neste caso, precisamos de quatro valores para iniciar o metodo. 
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b) Mdtodos impUcitos: os m6todos implicitos, da classe de metodos de passo 
multiplo, sao obtidos quando trabalhamos com x B+1 , x n , x n _ m . 

0 metodo anAlogo ao que vimos no item (a) e quando trabalhamos com quatro 
pontos; portanto, m = 2 e vamos usar (x n+1 , y a+1 ), (x n , y Q ), (x n _ lf y n _j), (x n _ 2 , y n _ 2 ) da 
mesma forma como fizemos anteriormente: 

y n+ i - y n + /, i °' 1 P3( i > dx = 

U 

- y„ + /*’" [L 2 (x^_j + L,Wt, + Lo(xr)f n + <tx 


onde 


L_ 2 (x) - (x - x n _ 1 )(x - x„)(x -x n + ,)/(-3hK-2h)(-h) = -^(x- x^X* - x„Xx - x ntl ) 
L_,(x) = (x - x n _ 2 Xx - x„Xx - x„ + ,)/h(-hK-2h) - ^ (x - x n _ 2 )(x - x„Xx - x„ tl ) 
Iflfx) - (x - >v 2 )(x - x n _,Xx - x„ „ I )/(2h)h<— h) - - (x - x„. 2 )(x - x^fx - x„ +1 ) 
Lj(x) - (x - V:Kx - x^jXx - x„)/(3h)(2hXh) -^j(x- X n _ 2 )(x - x„_jXx - x,,) 

X - X n 

Fazendo a mudanga — - — = s, obtemos, de maneira analoga, 

n 

L_2< s ) - - | (s 3 - «) 

L_j(s) - | (s 3 + s 2 - 2s) 

L^(s) = - ^ (s 3 + 2s 2 - s - 2) 
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L,(s) - j (s 3 + 3s 2 + 2s) 

1 o 

Assim, 

V »1 - y» - 1 f«- 2 / 0 (s 3 - s) ds + | V]/ g (s 3 + s 2 - 2s) ds - 

-| f n/ 0 (s3 + 2s2 * S ‘ 2) ds + 6 f “*»J'o <s3 + 3s2 + 2S)<iS 


Dondc: 


y-i-y.+sP^wt-st-i + VJ (2) 

que e um metodo de passo multiple implicito pois, no calculo de y n+1 aparcce u- 
f(x n+1 , y n+1 ), ou seja, a formula nao e cxpHcita para y n+J ; ele aparcce cm f(x n+r y n+l ) no 
segundo membro. 

Esta 6 a grande dificuldade dos metodos implicitos. Veremos como eles sao utili- 
zados nos metodos de previsao-corre^ao, assunto do proximo item, 


Sobre os erros: 

Metodo expllcito 

A formula que estabelecemos y n+1 - y n + 24 “ ^^1-1 ♦ ^^-2 “ ^-3) f°' obtida 

quando aproximamos/ f(x, y(x)) dx - / " + p 3 (x)dx onde p 3 (x) e o polinomio que inler- 

J X ' J X 

n d 

pola f(x, y(x)) cm x n , x n . lt x n _ 2 , x n _ 3 . 
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Sabemos, da tcoria da interpolate, que; 


f(x,y(x)) - P 3 (x) + (x - “ *0-2^ “ x n-l) (x * X D ) 


^"’d,, yd,)) 

4! 


=► f n+l f(x, y(x)) dx - f n+l p3(x)dx + 

*■ 

+ if"' <* - VjKx - v*x* - V.x* - s> iM *■ 

X 


Assim, o erro cometido 6 

^ x n+i ) - if’"*' (* - *o-jXx - v 2 x* - ViX* - *.) f<iv) d ) ,- yd,)) * - 

‘ n 

- ^ f (s + 3Xs + 2Ks + l) S f<' v <(5 s , yd s )) ds. 

Como g(s) * s(s + l)(s + 2)(s + 3) nao muda de sinal em [0, l], o Teorema do 
Valor Medio para integrals nos garante que existe r) E (0, 1) tal que: 

^ f o gfstf^, yd,)) ds - ^ f< lv >(r 1 . y(ri)) ‘ g(s) ds - £ f< iv >(r|, y(ry)) ^ 

portanto: 

e(x n+1 ).h^ iv) (n, y(^l ))^20 " h5y<V>(Tl) 720' 


Mdtodo impheito 

De forma completamente analoga obtemos uma expressao para o erro cometido no metodo 
visto aqui: 
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e (*n+l> = }"' <* - V2X* - Vl)< x - *„x* - x „ +1 )P iV ’(^, V(U) dx 

D 


= “ J q g (s) y (v) (^ s > ds onde 

g(s) - (s + 2)(s + l)s($ - 1) = (s + 2)s(s~ - 1) que e sempre menor ou igual a zero 
em [0 T l]. Assim, existe T| e (0, L) tal que: 

■cw = S y (v) (TiX-||)=-hV v >(n)^- 


Exemplo 6 

Seja o PVI do Exempto 4 

y' = 0.04y f(x, y) = 0,04y 
y(0) = 1000 

para o qual queremos usar o metodo de Adams-Bashforth, (1), para aproximar y(2), com 

b = 0,2. 

Ja observamos que, para iniciar este metodo precisamos de quatro valores. Como 
conhecemos a solugao exata y(x) = 1000e ao4 \ vamos entao usar esta solu^ao para encon- 
trar y 0> y Jt y 2 , y 3 e, a partir de y 4 , usar a formula (1). Temos a tabela: 


X n 

y n 

f „ = y„> 

y(x n ) (sol. exata) 

x 0 = 0.0 

1000 

40 

1000 

x | =0.2 

1008.0321 

40.321284 

1008.0321 

x ? = 0.4 

1016.1287 

40.645148 

1016.1287 

x 3 = 0.6 

1024.2903 

40.971612 

1024.2903 

x 4 = 0.8 

1032.517487 

41.30069948 

1032.5175 

q 

II 

i/-j 

* 

1040.810756 


1040.810774 
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Podemos deduzir inumeros metodos de passo multiplo baseados em integragao 
numerica, conforme fizemos aqui. Se, por exempio, em vez de integrar f(x, y) de x n ate 
x n+1 , iategrarmos de x a _ f ate x n+1 para algum inteiro p s* 0, e novamente aproximarmos 
f(x, y) - y'(x) - p ffl (x) que interpola f em x a , x n j, x B _ m , obteremos os metodos expli- 

citos: 


Vl - Vp + h / p Pm< s > ds (3 ) 

Note que sep = 0em-3 teremos o metodo de Adams-Bashforth que deduzimos 

no texto. 


Uma das principals desvantagens de fdrmulas de passo multiplo e que, como 
dissemos, elas nao se auto-iniciam. No Exemplo 6, como conhecfamos a solugao exata, 
usamos os valores dados por ela para iniciar nosso metodo 5 em geral os valores iniciais sao 
obtidos por algum outro metodo do tipo serie de Taylor ou Runge-Kutta; devemos, no 
entanto, tomar o cuidado de usar metodos que nos fomegam valores iniciais, pelo menos tao 
precisos quanto os que o metodo de passo multiplo que vamos usar vai nos fomecer. 

8.2.3 METODOS DE PREVISAO-CORREQAO 

Anteriormente falamos sobre metodos deduzidos por integragao numerica. Tratamos com 
mais detalhes de uma classe particular de metodos explicitos de passo multiplo. Em geral, 
formulas deduzidas por interpolagao de f(x, y(x)) em x n e pontos anteriores sao conhecidos 
como formulas do tipo abertas. 

Deduzimos tambem um metodo implicito; metodos desse tipo, onde usamos 
tamb6m x n+J para construir o polinomio de interpolagao de f(x, y(x)) sao conhecidos como 
formulas fechadas. 

A formula implfcita que deduzimos € 

y n+1 - y n + ^ (9f n+1 + 19^ - 5^_j + f n _ 2 ) e, a menos que f(x, y) seja uma fungao 
linear, em geral nao seremos capazes de resolver a expressao acima para y n+1 . 

O que fazemos entao e tentar obter y n+ { da seguintc forma iterativa: 

i) por meio de um metodo expllcito (corretamente escolhido) encontramos uma 
primeira aproximagao y^ para y n+ j; 
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“) calculamos entao, para f n+I , ° valor y<®>,); 

Hi) com o valor de f n+1 obtido em (it) encontramos uma proxima aproximagao 
para y n+i , y^j, usando agora o metodo implfcito que escolhemos; 

j'v) vo It am os para (u), onde agora caiculamos, para f(x n+1 , ySi\) e assim 
vamos repetindo o processo at£ que duas aproximagoes sucessivas sejam tais 
que 

I Yn+t " Yn+i ^ I / 1 y'nVi I < e 011 de tea precisao desejada. 


Observamos que, ao escolber e temos de considerar o erro da formula usada para 
calcular yWj bem como o tamanho do passo h. 

Suponhamos que para achar yj^, para a formula implicita (2) que deduzimos, 
desejemos usar o metodo de Adams-Bashforth (1): 

>Wl ’ y 0 + £ (55^ - 59^., + 37f 0 _, - 9f n _ 3 ). 

Quando us am os um par de formulas como o par acima, a formula explicit a, tipo 
aberta, e chamada um previsor e a formula implicita, tipo fechada, e chamada um corretor. 

A formula implicita que descrevemos e conhecida como a formula de Adams- 
Moulton de 4 s ordem. 

O par previsor-corretor, dado por Adams-Bashforth e Adams-Moulton, pode ser 
sintetizado no algoritmo abaixo: 


ALGORITMO: O metodo pfevisor-corretor de Adams- Moulton 

Seja o PV1: 

r y F - f(x>y) 


y(x 0 ) “ y 0 , Xjj-XQ + nh, n = 0, 1, 


dado e > 0, e, determinados, de alguma forma, y v y 2 e y 3 . 
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para n - 3, 4, 5, .... N, faga: 

a) calcule y^] , por 

y£?l - y 0 + £ (55£„ - 59f n _, + 37 JU - 9f„. 3 ); 

b) calcule f$\ = f{x n+t , y^); 

c) paTa k = 1, 2, calcule 

jffil - y„ + Yi, y& 0 > + ,9f n - 5f n-i + W- 

d) Continue as iterances ate atingir um numero maximo de iterates ou ate que 

|yf + \ - y&^l^lyS+i I < E - 


Observamos que N € o numero de nos que precisamos; por exemplo, se num PVI 
temos y(0) e queremos y(l), com h = 0.1, entao N - 10. 

E natural questionarmos: i) Sob que condigoes temos garantia que {y^\} conver- 
ge para y n+1 ? ii) Quantas iterates do corretor serao necessarias para atingir a convergSncia 
na precisao c desejada? 

A experiencia responde o item (it) dizendo que, se o par previsor-corretor e da 
mesma ordem, apenas uma ou duas iteragoes do corretor serao necessarias para atingirmos 
a convergence, desde que h seja convenientemente escolhido. 

A resposta a questao (i) se encontra no teorema abaixo, cuja demonstragao pode 
ser encontrada no Capftulo 8 da referenda [5]. 


TEOREMA 1 

Se f(x, y) e df/dy sao contfnuas em x e y em todo o intervalo [a, b], as iteragoes do metodo 
corretor vao convergir, desde que h seja escolhido de tal forma que, para x = x n e todo y 

com |y - y nJ ., I * |y<®\ - y n+ i |, h|^| < 2. 
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Exemplo 7 

Seja o PV1: 

y' « -y 2 =*. f(x,y) • -y 2 . Seja ainda e - 10 -4 

y(i) = i 


Sabendo que a solugao e y(x) = 1/x vamos usa-la para calcular y 1? y 7 , y 3 para usar 
o previsor-corretor do algoritmo. 

df 

Observe que — = -2y. Entao, segundo o Teorema 1, qualquer h tal que 
rfy 

2] y | h < 2, ou seja, h < jyj » garante a convergencia. 

Tomemos h = 0.1. 

Assim, 


y Q = l, yj = y- = 0.9090909, y 2 - -pr - 0.8333333, y 3 - y- = 0.7692307. 

■1 ■ J. J- ■ j- JL , 


Agora, f(x, y) = -y 2 . Chamando f k = f(x k , y k ), 

y 1 = 0.9090909 => f l - -0.8264462 
y 2 - 0.8333333 => f 2 = -0.6944443 
y 3 = 0.7692307 => f 3 = -0.5917158 . 


Entao, teraos 

yf = y 3 ♦ ^ < 55f 3 - 59f 2 + 37f i - 9f o> 


= 0.7692307 + ^ [55(-0.591 7158) - 59(-0.6944443) + 
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+ 37(~0,8264462) - 9(-l)] 

- 0.7144362 

=> f\ 0) * f(x 4 , ySP J ) - - (y^) 2 - -0.510419. 


Com estes dados usamos o corretor para obter 
y[ l) = y 3 + Ya NP + 19f 3 “ 5f 2 + f l] - 0-7692307 + 

+ ^ [9(-0.5104l9) + 19( -0.59 17 158) - 5(-0.6944443) - 0.8264462] 
=> = 0.7142698 => fj^ = f(x 4 , y<7>) - -(y^>) 2 = -0.5101814. 


Assim, 


S'?’ - + 19f 3 - 5f 2 + f l) = - ' 0.7142787. 

Temos que: 

|y^ 2) - y^ f / | y^| = 1.2591374 x 10“ 5 < e 
=> y 4 - - 0.7142787. 

Para continuar o processo, calculamos f(x 4 , y 4 ) e voltamos ao uso do previsor 
para y{p, etc. 

Os resultados computacionais obtidos para h = 0.1 e e = 10“ 4 sao os seguintes: 
Usando o m6todo de Runge-Kutta de 4 a ordem, obtivemos: 

y(l.l) ~ y, « 0.9090912 
y(1.2) ~ y 2 =0.8333338 
y( 1 .3) ~ y 3 = 0.7692312 . 
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Em seguida, apticando o p rev is or-cor re tor de Adams-Moulton: 
valor previsto para y(1.4): 0.7144367 e, apos duas iterances do eorretor: 

y(1.4) - 0.7142793. 

E, para x * 1.5 os resultados sao: 

valor previsto : 0.6667548 

valor corrigido, apds duas iteragoes: 0,6666568. 

Os valores que obtivemos para y, neste exemplo, sao todos menores que 1. Agora, 
de acordo com o Teorema 1 teremos de ter h < 7^7 * Como I y I < 1.0, entao p-r > 1.0 e, 

[y I [y| 

portanto, h = 0.1 satisfaz realmente esta exigencia, ou seja, a convergence esta garantida. 


8.3 EQUATES DE ORDEM SUPERIOR 

E comum encontrarmos equates diferenciais de ordem m escritas na forma: 
u (m) - f(x, u, u', u ", ..., como por exemplo: 

u'" = f(x, y, y \ y ") - x 2 + y 2 sen (x + y) - (x + l)y ” - cos (xy ') + (x 2 - l)y. 

E facil transform ar uma equagao de ordem m deste tipo num sistema de m equa- 
goes de ordem 1 , assim: 




- 1 


= u fm ^ = z m 
U< m ) » f(x, u, u'. 
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No exemplo anterior, fazemos 

' y' - z 
z' - w(-y") 

w' - f{x,y, y',y"). Para esta equagao vimos que: 


y(0) - LI, y (0) = z(0) - 2.2, y”(0) - w{0) - 3.3. 


Equagoes de ordem m, deste tipo, podem pois ser vistas como uma equagao 
vetoriai de ordem 1. No exemplo anterior, chamando: 


f y l 

z 

, a equagao transformada 6: Y « 

f 2 > 

W 


f 2 ^ 

W 

w 

\ ) 


f(x. y.y’.y") 

/ 


^ f(x, y, z, w) ^ 



y(0) 1 


1.1 \ 

com Y{0) - ' 

z(0) 


2.2 


1 W(0) J 


. 3.3 

/ 


, on seja, temos de resolver a equagao vetoriai: 


\ 


Y - F(x, Y) 


w 

x 2 + y 2 sen(x + y) - (x + l)w - cos (xz) + (x 2 - l)y , 


Y(0) 


1.1 

22 

3.3 

/ 


Vamos aplicar o metodo de Euler Aperfeigoado, visto na Segao 8.2.1, para uma 
equagao diferencial de 2- ordem, como: 

' y" * f(x, y, y') 

< y(0)-y 0 
y'(0) -yi - 
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Inicialmente transform amos esta equaqao num sistema de duas equagdes dc I s 
ordem. Assim, fazendo: 


y =z =t> 

y " - z' = f(x, y, y ') “ f{x, y, z), e 


chamando Y = ( ^ ), entao o PVI inicial se transforma em 


Y = 


y'\ 


f(x,y,z)]- F(z ' Y) - F(x ’ fz)* 


Y(0) 


/ y(0) 1 


fy 0 ] 

l*»J 


y »J 


= Y 


o 


O metodo de Euler Aperfeiqoado, para uma equaqao € 


y.+i - y» + 2 y.) + f < x n + h > y„ + >1- 


Assim, no nosso caso: 


Y «1 - Y n + f [F(x n .Y„) ♦ F(x„ + h,Y D + hY;)]. 


Agora, 


F(>V Y „) 


y„. z „) 


F(x„ + h, Y„ + hY’ ) = F 

v n 7 n ti ^ 


1 Si + h ' 


' y n ' 

UJ 


+ h 


*t\> yn> *») 
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(x„ + h), 


y„ + K ' 

z „ + y„. \) 




>\ v 


Z n + V Z n) ' 

f(x n + h, y„ + hz„, z„ + hf(x n , y n , z n )) 


Temos, pois, 



( y 'i 

* D 

h 


' z n 1 


' z n + hf < X n' y n . z n) ' 


Y n+1 " 

) 

*2 


v «*„> z J , 

+ 

f(x„ + t>.y n + hz„, Z„ + hf(x n , y D , z n )) 

t 

„ 


+ 2 + ^ X n’ ^n’ z n^ 

h 

z n + 2 f <V y 0 . z „) + «*„ + •>. y n + hz „’ z „ + h«x n , y„, Z D )) 
z / 


Entao 



y„ + K + 1 f <v y n > z „> 

h fa 

z n + 2 f(x n’ y Q’ z » ) + 2 + h ’ y » + hz »> Z " + hf(X "’ *■’ Z n» 


Chamando 


k i - *»«v y n . V 

k 2 -hf(x n + h,y ll + hz n ,z D + k 1 ), n+1 


y» +hz n + ^ k i ' 

Z „ + f( k l +k 2 > 

l y 


Assim. dado o PVI: 

r y " -4y' -3y-x 
y(0) - 4/9 
y’(0)-7/3 
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e, tomando h = 0.25, teremos: 


y' = z 

if — f(x, y, z) = 4z - 3y ~ x 


Y = 




, F(x, Y) = 




z N 

e Y 0 = 

r 4/9 ' 

4z - 3y - x 

J J 


f'h 


O metodo de Euler Aperfeicoado aplicado a este PVI fomeceri para y 1 - y(0.25): 
kj = hf(x 0 , y 0 , Zq) = h(4zg - 3y 0 - x 0 ) = 0.25(4 x | - 3 x | - 0) 


= 0.25 xy = 0.25 x8 = 2.0 


= hf^ + h, yg+hZf,, Zg + kj) = hf(0.25, ~ + 0.25 x | - ~ + 2) 


= 0.25f(0.25, 1.028,4.333) = 0.25(4 x 4.333 - 3 x 1.028 - 0.25) 


- 0.25 x 13.998-3.4995. 

Assim: 


, h. 'I 

y 0 + hzQ + ^ k l 


4 7 0 25 ^ 

~ + 0.25 X^4yX2 

Zg + “(kj +1^) 

L J 


\ + hi + 3.4995) 

J 


f 1.278 ^ 
5.083 

J 
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Temos pois 

y(0.25) - 1.278 
y f (0,25) - 5.083. 

8.4 PROBLEMAS DE VALOR DE CONTORNO - 
O METODO DAS DIFERENQAS FINITAS 


A forma mais geral dos problemas de contorno aos quais nos referiremos 6: 
y" - f(x,y,y') 

a 1 y(a) + b 1 y'(«)-tj 
a 2 y(b) + b 2 y'(b)*Y 2 

onde a p a^ 7 b ]t b 2 , e y 2 sao constantes reais conhecidas, tais que nem a t e bp nem a ? e 
b 2 sejam nulas ao mesmo tempo. 

Se f(x t y t y') m 0, Yj - y 2 * 0 0 problems acima € dito problems homogeneo e i 
dbvio que y{x) ■ 0 e soluqao. ncste caso. 

Para as aproximaqdes desta seqao, precisamos do conceito a seguir: 

Defini^ao: Dizemos que g(h) e 0(h p ), se existe uma constante C > 0 tai que 
|g(h)| * C|hP|. 

A ideia basics do metodo das diferenqas finitas e transform ar o problems de 
resolver uma equaqao diferencial num problcma de resolver um sistema de equaqoes alg6- 
bricas, usando para isto aproximaqoes das derivadas que aparecem na equaqao, por dife- 
renqas finitas. 

Faremos Xq = a, x n - b e dividiremos o intervalo [a, b] em n partes iguais de 
comprimento h - ^ ^ a > cada. 
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Assim, 


x k * x Q + kh, k « 0, 1, (n - 1) e y k - y(x k ) = y{x 0 + kh), k = 0, 1, 2, ..... n. 


Se f(x, y, y') for linear (em y ey')o sistema a ser resolvido sera linear e podere- 
mos utilizar os m6todos do Capitulo 3 para resolve-lo. Se f(x, y, y') for nao linear, teremos 
um sistema nao linear de equates algebricas e, para resolve-lo, podemos utilizar os meto 
dos vistos no Capitulo 4. 

As aproximagoes mais usadas para a primeira derivada no ponto x. sao: 


a ) y’(*i) 


y.+i - y. 

h 


diferenga avangada 


b) y'(*i) 


yj - yj-i 

b 


diferenga atrasada 


c) 


y'(*i) 


yj +t - yj-i 

2b 


diferenga centrada 


A figura a seguir mostra estas aprox imagoes, do ponto de vista geometrico: 



(a) (b) 



Figura 8.5 
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Obviamente estaremos cometendo urn erro quando usarmos (a), (b) ou (c) para 
aproximar y'(Xj). Supondo y(x) com tantas derivadas quanto necessirias, a formula de Taylor de 
y(x) em tomo de Xj € o ferramental matematico que utilizamos para medir o erro local cometido. 

Sabemos que existe entre x e Xj tal que 


y"(x s ) a 

y(x) = y(Xj) + y (x^x - X;) + — (x - x/ + .. . + 


y^txj) y 0 t+l) (U y ^ k+l 

k! ( x ~ 1 L ) fc + 


( 1 ) 


Assim. para k = 1 , 


y(x) = y(Xj) + y'CXjKx-Xj) + 


y%> 

2 


(x - Xj) 2 


e. no porno x = x j+ | = x 4 + h. 


y(* i+ i ) = y(*i> + Vi - *i> + 


MU 

2 




Assim, 


y(V>) * W = y'( I i) h+ yy\|)' 


EnlSo 


y(V,)-y(*i) h 


y (*,) = 
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Aproximando os valores exatos y(x i+1 ) e y(x j ) por estimativas y i+1 e yj, a serem 
obtidas, temos: 


yW 


y« + i - 


Se y "(x) for limttada am [a, b], ou seja. se existe M > 0 tal que | y"(x) | - M para 
todo x em [a, b], entao a expressao anterior para aproximar y'(Xj) 6 0(h) pois 


|g(h)l 


„ , yw-Vi 


y"<s i+I > 


M 


| h |- 


Tomando agora k = 2, a expressao (1) flea: 

y"(Xj) . y w cy 

y(x) * y(xj) + y '(Xj)(x - xj) + — — (x - x .) 2 + - (x - Xj ) 3 


Se x = 


X i+ 1 * 


y"(Xj) 

y(x i+1 ) - y(Xi) + y'(x i )h + —— h 2 + 


y"'Cki) 


h 3 . 


(2) 


Se x = x M , 




h 3 


( 3 ) 


Fazendo (2) - (3), teremos: 

y(Vi> - y(*i-i> - 2 y’(*i)h + J [y'"(g^j) + y'"^,)] e entao, 
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y'(*i) 


y(x i + 1 )-y(x i _ 1 ) 
2h 



donde y ) 


yn-i-yj-1 

2h 


e esta aproxima9ao e 0(h 2 ), supondo y'"(x) limitada em [a, b]. 


De maneira analoga se prova que a formula ( b ) e 0(h), o que e deixado como 

exercicio, 


Desta andlise conclmmos que o erro na formula centrada e da ordem de h 2 e, 
como h < 1, esta formula 6 mais precisa que as outras duas. Por esta razao ela i mais 
etnptegada. 

Utilizando novamente a s&rie de Taylor deduziremos a aproximagao mais tfpica 
para a derivada segunda, bem como a expressao do erro para ela Para tal, usaremos (1) com 
k = 3 oos pontos x i+ , e x 3l , respectivamente: 


y(Xu.i) = y(x, 




(4) 


yCx^j) 


y(x i )-hy'(x i ) + 


h 2 

2! 



3! 



(5) 


E, agora. (4) + (5) nos fornece: 

y(x i+ |) + y(Xj_,)= 2y(Xj) + y"(x ; )h 2 + ^ + y ( ' v) (5 i _ 1 )]. 


Assim temos a expressao (c/). ou seja. y"(Xj) 
se y^ iv ^(x) for limitada em [a, b]. 


y.+i - + yj-i 

h 2 


com erro da ordem de h 2 , 


Uma outra forma de encontrar a expressao acima para aproximar y"(x s ) € encon- 
trar a parabola p 2 (x) que interpola y(x) em x [ v Xj e x i+1 e entao aproximar y"(xj) por 
P 2 (x i ). O leitor interessado deve verificar os cdlculos. 
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Mostraremos o m6todo das diferengas ftnitas atraves de exempios num^ricos: 


Exemplo ft (PVC linear) 

y"(x) + 2y'(x) + y(x) = x 

- y(0) = o 

y(i) — — l 


Fixado n, o espagamento h ser£ — e o intervalo [a, b] sera dividido em Xq = 0, 

x, = h Xj =jh x n _! = (n - l)h e x n = 1. Como conhecemos y(0) = y(x 0 ) e y(n) = y(x n ), 

teremos como incognitas y, ( y 2 , y n _j e assim, para cada i=l, . (n - 1) usaremos as 
aproxima^oes: 

y"<*i> * <y i+1 - 2 Y[ + yj_,)/h 2 e y'(x t ) * <y i+1 - y r _))/2b, 

pois ambas sao aprox imagoes de 0(h 2 ). 

Para cada i, a equagao discretizada fica: 


y^ 1 -2y i +y i _ 1 y i+l -y M 
— — + + y. 


Xj, ou seja: 


y L+] - 2yj + y M + hy j+1 - hy M + h\ - h 2 Xj e como = ih. 


(1 - h)y M + (h 2 - 2)y i + (1 + h)y i+1 = ih 3 . 


Agora, para i = 1, usando a condigao inicial x Q = 0 e y(x^) = 0, a primeira equagao €: 
(h 2 -2)y, + (i + h)y 2 = h 3 . 
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Analogamente para i = n - 1, a ultima equaqao e: 
a - h)y n _2 + (h 2 - 2)y n _ 1 - <n - l)h 3 + (h + 1). 

Assim, para detenninar y t , y 2 , ...» y teremos de resolver o sistema de equa^oes 
algebricas lineares: 

r (h 2 -2)yj + {1 + h)y 2 - h 3 

< (1 - lOy^i + (h 2 ~ 2)y { + (1 + h)y i+1 = ih 3 , 2 ^ i « (n - 2) (6) 

(1 - h)y n _ 2 + (h 2 - 2)y n _j = (n - l)h 3 + h + 1 

que e um sistema de ordem (n - 1) com matriz A tridiagonal, dad a por: 


<=3 

* w 

a n-2 d n-2 c n-2 

Vi Vi. 

onde 

d; - (h 2 - 2), lsis(i-« 

Cj - (1 h) , 1 si s (n-2| 
a i = (1 - h) , 2 < i < (n- 1). 


A- 


a. 


**2 

*3 


c 2 

d. 


A Tabela 8.1 a seguir mostra os resultados obtidos quando resolvemos o sistemj 
anterior com h « 0.05 e h = 0.1. 

Os valores na coluna sol mostram a soluqao exata, 2e"*(l - x) + x - 2, tabeladc 
nos mesmos pontos. A ultima coluna, erro. mostra o valor absoluto da diferen^a enlrc £ 
soluqao exata e a que encontramos, componente a componente. Conforme podemos obser 
var, o erro cometido 6 menor que h 2 em todos os cases. 
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Tabela 8.1 


h = 0.05 


X 

y 

sol . 

erro 

0.0500 

- 0.1428 

- 0.1427 

0.0001 

0.1000 

- 0.2715 

- 0.2713 

0.0002 

0.1500 

- 0.3870 

- 0.3868 

0.0002 

0,2000 

- 0.4903 

- 0.4900 

0.0003 

0,2500 

- 0.5821 

- 0.5818 

0.0003 

0.3000 

- 0.6632 

- 0.6629 

0.0003 

0.3500 

- 0.7342 

- 0.7339 

0.0003 

0.4000 

- 0.7959 

- 0.7956 

0.0003 

0.4500 

- 0.8489 

- 0.8486 

0.0003 

0.5000 

- 0.8938 

- 0.8935 

0.0003 

0.5500 

- 0.9310 

- 0.9307 

0.0003 

0.6000 

- 0.9612 

- 0.9610 

0.0003 

0.6500 

- 0.9848 

- 0.9846 

0.0002 

0.7000 

- 1.0023 

- 1.0020 

0.0002 

0.7500 

- 1.0140 

- 1.0138 

0.0002 

0.8000 

- 1.0204 

- 1.0203 

0.0001 

0.8500 

- 1.0219 

- 1.0218 

0.0001 

0.9000 

- 1.0188 

- 1.0187 

0.0001 

0.9500 

- 1.0114 

- 1.0113 

0.0000 

h = 0.1 

X 

y 

sol . 

erro 

0.1000 

- 0.2720 

- 0.2713 

0.0007 

0.2000 

- 0.4911 

- 0.4900 

0.0011 

0.3000 

- 0.6641 

- 0.6629 

0.0013 

0.4000 

- 0.7969 

- 0.7956 

0.0013 

0.5000 

- 0.8947 

- 0.8935 

0.0012 

0.6000 

- 0.9620 

- 0.9610 

0.0010 

0.7000 

- 1.0029 

- 1.0020 

0.0008 

0.8000 

- 1.0208 

- 1.0203 

0.0006 

0.9000 

- 1.0190 

- 1.0187 

0.0003 
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Exempio 9 (PVC nao linear) 

y" — y sen y + xy 
< y(0)=l 
y(l) = 5 


Neste exempio. as incognitas sao: y v y-> y n _, e usaremos 

y i+I - 2y- 4 Yj — j 


y <*i) 


h 2 


para I ^ i ^ (n - 1 ). 


Assim, para cada i a equa^ao discretizada fica: 
y t ^ — 2y. ■}* | 

— = y. sen(y-) + x-y- e, usando o fato que x, - ih, teremos: 

h l 1 1 11 


y^, - y t [2 + h 2 (sen(y.) 4 ih)] 4 y. + , = 0 . 

O si sterna (n - I ) x (n - I) de equates nao lineares a ser resolvido ser£: 


1 -y 1 [2 4h 2 (sen(y,)4h)]4y 2 = 0 
< yi„l + y$2 4 b 2 (sen(yj)4 ih)] 4 y M = 0, 2 ^ i ^ (n - 2) 

y n „ 2 ” y n _|E2 4 h 2 (sen(y n _,) + (n * I )h)} 4 5 = 0 


Os resultados obtidos para h = 0.1 e h = 0.05 est3o na Tabela 8.2 a seguir: 
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Tabela 8.2 


Para h = 0.1 


no 

Resultado 

Vi 

1.3186 

yi 

1.6513 

Y3 

2.0037 

y* 

2.3803 

y$ 

2.7829 

ye 

3.2091 

y? 

3.6525 

y« 

4.1035 

y 9 

4.5538 

Para h = 0.05 

y (i ) 

Resultado 

yi 

1.1581 

yi 

1.3190 

y^ 

1.4834 

y 4 

1.6521 

ys 

1.8257 

ye 

2.0049 

y? 

2.1901 

y» 

2.3817 

y? 

2.5798 

yio 

2.7842 

yn 

2.9945 

y« 

3.2101 

yn 

3.4299 

yn 

3.6528 
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As concludes de contomo poderiam ter sido dadas de forma diferente da que 
fizemos nos Exemplos 8 e 9. No Exemplo 8, se em vez de y(0) = 0 tivessemos 
y(0) + y '(0) + 3 <■ e, entao terlamos como incognitas y 0 , y x , y n _p n mcdgnitas, portanto. 

Uma id£ia para resolver este problema e usar a aproximagao por diferenga avan- 

y 1 _ 

gada para y '(x 0 ), ou seja, y'(Xo) = e assim a condigao inicial dada fica 

Jl-Jo , 

y 0 + — - — - + 3 = e, donde 


h(e - 3) - y t 

(h - I)y 0 + y t - h(e - 3) e y 0 — 


Substituindo este valor na primeira equagao, continuamos com o sistema 
(n - 1) x (n - 1) anterior, s6 que com a seguinte equagao como primeira equagao: 

(h 2 - l)y t + (1 + h)y 2 = h(e - 3) + h 3 . (7) 


Neste caso fizemos uma opgao por uma formula que e 0(h) para aproximar 
y '( xq ), o que faz com que a precisao da solugao seja tambem 0(h). 


Podemos obter uma aproximagao da ordem de h 2 , se usarmos diferenga centrada 
tambem em y'(x 0 ), o que exige que incluamos mais um ponto (x_ p y_j) na nossa tabeia. 

Com isto y(0) + y'(0) + 3-e nos fornece a condigao para determinar as n incdgnitas: 


yo> yp 




yi - y-i 


+ 3 - e, donde 


y_i = 2hy 0 + y x - 2h(e - 3). 


( 7 ) 


Assim, usando i = 0 como ponto de discretizagao para o problema do Exemplo 8, 
teremos a equagao adicional: 

(1 - h)y j;l + (h 2 - 2)y 0 + (1 + h)y 1 - b 2 x_ 1 - -h 3 donde, por (7), 

(1 - h)[2hy 0 + y x - 2h(e - 3)] + (h 2 - 2)y 0 + (1 + h)y 1 - -h 3 , ou seja: 

(-h 2 + 2h ~ 2)y 0 + 2y 1 - 2h(l - h)(e - 3) - h 3 . 
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Entao o sistema de equa^oes lineares a ser resolvido e o si stem a nxn: 

r 

(-h 2 + 2h - l)y„ + y, = 2h(l - h)(c - 3) - h 3 
< ( I - h)y,_ , + (h 2 - 2)y i + (1 + h)y itl = ih 3 , 1 s i c (n-2) 

1 - h)y„_ 2 + (h 2 - 2) V, = <n - 1 * 3 + h + 1 


EXERCfCIOS 

1 . O metodo de Euler Modificado e deduzido a partir da figura abaixo: 



y(x): solu^ao exata da equaf&o difereneiai y' = f(x, y). 

Lj: Zj(x); reta que passa por (x n , y n ) e e tangente a y(x) em (x n , y n ). 
L 2 : z 2 (x); reta que tem inclinagao f(P). 

L 3 : z(x); reta que passa por (x n , y n ) e e paralela a L 2 - 

Vi = + h > 

Deduza a expressao de y n+] . 
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2. O problema de valor initial: 

' y ' = - 20y 

y(0) - 1, tem por unica solugao exata y(x) - e** 20 *. 


a) Verifique a afirmagao acima. 

b) Verifique que qualquer m&odo de Runge-Kutta de 2- ordem, quando aplicado a 
este problema, nos fornece 

y n+ i = (1 - 20h + 200h 2 )" +1 , n - 0, 1, 2 

3, Dado o PVI abaixo, considere h = 0.5, 0.25, 0.125 e 0.1. 
jpy' = 4 - 2x 
^ y{0) = 2. 


a) Encontre uma aproximagao para y(5) usando o metodo de Euler Aperfeigoado, para 
cada h. 

b ) Compare seus resultados com a solugao exata dada por y(x) - -x 2 + 4x + 2. 
Justifique. 

c ) Voce espera o mesmo resultado do item (b) usando o metodo de Euler? Justifique. 

4. a) Verifique que fazendo m = 1 e p - 1, nos metodos (3) do texto, obtemos o metodo 

h 3 

y n +i - y D -i + 2hf o com err0 j y '"(!)■ 

b ) Em termos de esforgo computacional, como voce o compara com o metodo de 
Euler? 

c) E quanto a precisao? 


5. Considere os metodos (3) do texto, Faga m » 3 e p = 3 e deduza o metodo bem como 
a expressao do erro. 
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6. a) Deduza o metodo implicito para resolver o PVI: 

r 

y' = f(x, y) 

■■4 

X 

y(xo) - Yq, do tipo y n+1 - y n + / f(x, y(x)) dx onde 

X n 

usamos a regra dos Trapezios para calcular a integral acima. 

b) Encontre a expressao do erro cometido, 

c) Compare com o metodo de Euler, em termos de erros. 

7. a) Considerando o seguinte PVI: 

y ' = 0.04y 
y(0) = 1000 

e supondo conhecidos e y 2> verifique que o metodo (2) do texto nos fomece y n+1 
explicitamente para n ^ 2. 

b ) Como voce explica o resultado acima sendo (2) um metodo implicito? 

8. Use varios metodos e varios valores de h para encontrar y(2) sendo dado o PVI: 

y' - cosx + 1 
y(0)--i . 

X 

9. Dado o PVI y ' - - - , y(G) = 20, deseja-se encontrar aproximaqao para y(16), Resolva 
por 

a) Runge-Kutta de 2 s ordem, h = 2. 

b ) Runge-Kutta de 4 a ordem, h = 4. 

c) O par previsor-corretor do texto. 

d) Comente seus resultados. 
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10. Substitua y'(x) no PVI abaixo por [y(x + h) — y(x)]/h e obtenha uma equagao de dife- 
rengas para aproximar a solugao da equagao diferencial. 

Faga h = 0.2 e h = O.t e encontre, em eada caso, uma aproximagao para y{l .6). Analise os 
resultados. 

r 

y' = “ (2y + x + 1) 
y(l) = 0.5. 

L 

Solugao exata; y(x) = 2x“ - x - 1/2, 

(O m^todo de diferengas finitas descrito aqui € uma outra maneira de aproximarmos 
solugoes de problemas de valor inicial.) 

1 1. Use a aproximagao do Exercicio 10 para o problema do Exercfcio 3. Analise os resultados. 

12. a) Reduza y'" + g,(x, y)y" + g 2 {x, y)y' = g 3 (x, y) a um sistema de Ires equagoes de l a 

ordem. 

b ) Como fica o m£todo de Euler para esta equagao? 

13. Reescreva as seguintes equagoes como um sistema de equagoes diferenciais ordindrias de 
l 5 ordem: 


a) 


y< 4 * + cos(x)y + e x y" - (x 2 + 1 )y ' + xy = 2x sen(xy) 


y(0) = 0, y'(Q)- 1, y"(0) = 2, y'"(0) = 3 


< 


b) 


y'" + (xy'^/tl + y') 2 + log(l + y) = 0 
y(O) = y'(0) = 0, y"<0)-l. 
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14. Resolva o PVI do Exercicio 10 por outros metodos e varies valores de h. 

15. Calcule y(l) para y' = y - x; y(0) - 2, utilizando Euler e Runge-Kutta de 4 a ordem com 
h - 0.2. Comparar seus resultados com os valores exatos de y(x) nos pontos Xj, sabendo 
que y(x) «■ exp(x) + x + 1, 

16. Considere o PV1 

y' - {y 2 - l)/(x 2 + 1) 

' y(0) - 1 . 

a) Calcule aprox imagoes para y(l), usando o metodo de Euler com h » 0.2 e h = 0.25; 

b) Repita o item (a), usando agora o metodo de Euler Aperfeiqoado, 

17. Considere o PVI 



y(0) * i . 


a) Encontre a soluqao aproximada usando o metodo de Euler com h = 0,5 e h - 0.25, 
considerando x E [0, 2]; 

b) idem, usando Euler Aperfeiqoado; 

c) idem, usando Runge-Kutta de 4 a ordem; 

d) sabendo que a soluqao analitica do problema e y = exp(-x + x 3 /3), coloque num 
mesmo grafico a solugao analitica e as solugoes numericas encontradas nos itens 
anteriores. Compare seus resultados. 

18. Determine y(l) para y"-3y' + 2y-0, y(0) = -1, y'(0) = 0 utilizando o metodo de 

Euler com h = 0.1. 
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19. Considere o problema: 

' y" + 7y - 0 
• y(0) - 2 
y'(0) - o 

com x E [0, 1 J. 

a ) reescreva os mitodos de Euler e Euler Aperfei$oado para resolver este problema 
como um sistema de equaqoes de I s ordem; 

b) resolva o problema usando Euler Aperfei^oado eh- 0.25. 

20. Escreva a equaqao de 2 B ordem: 

y"(x) - 2(exp(2x) - y 2 ) 1/2 

■ y{0) - 0 
y'(0) - 1 . 

como um sistema de equagdes de 1* ordem e resolva-o, para x E [0, 0.6], usando 
h - 0.2: 

a) pelo metodo de Euler; 

b) pelo mgtodo de Euler Aperfei^oado. 


21. Considere o PVI 

y' - y 
1 y(0) = i . 


a) Most re que o metodo de Euler Aperfei^oado, quando aplicado a esta equa^ao. 
fomece; 


y k .l - (1 * h + h 2 / 2 } k+1 . 

b) Comparando com a solugao exata do problema, voce esperaria que o erro tivesse 
sempre o mesmo sinal? Justifiquc! 
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22. a) apresente a formula de iteragao para o metodo de Taylor de ordem 2 apticado ao 

PVI abaixo: 

y ' + y - x 

y(0) - o, 

L 

sendo h = 0.1; 

b ) verifique que y(x) - exp(-x) + x - 1 e solugao do PVI; 

c) calcule um iimitante superior para o erro do metodo obtido em (a). 

23. Considere a equagao diferencial y ' - y sen y + x com a condigao inicial y(0) - 1. Calcu- 
le y'(0), y"(0) e y"'(0). Utilizando esta informagao, calcule aproximadamente y(0.2). 

24. Resol va pelo metodo de diferengas finitas, o PVC: 

r y" + 2y' + y = x 
< y(0) = 2 
y(D - o, 

usando h = 0.25, 


25. Formule, por diferengas finitas, sistemas de equagoes cuja solugao aproxime a solugao 
dos seguintes problemas de contorno: 


«) 


y” - ysen(y) + ty 
y(0) - 1 
y(l) = 5 


b) 


y" - 2y + y 3 -! 
y(U) - 4 
y(6) - 2 
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26. Mostre que a aproximagao (b) e 0(h). 

27. Deduza a aproximagao (2) para y"(Xj) usando a aproximagao de y(x) por p 2 (x), confor- 
me sugerido no texto. 

28. Resolva o Exemplo 8 com os mesmos valores de h mas com condigao inicial 
y(0) + y '(0) + 3 = e, das duas maneiras propostas no texto. 


APfiNDICE 


£ 

Makron 

Books 


RESPOSTAS DE EXERCICIOS 


CAPtTULO 1 


1. x — (37) 10 = ( 100101 ) 2 

y = (2345 ) 1Q = (100100101001 ) 2 
z = (0.1217) 10 = (O.OO011111OO10...) 2 

2, x = (10H01) 2 = (45) 10 

y = (110101011) 2 = (427) 10 

z = (0. 1101) 2 = (0.8125) 10 

w = (0.111111101) 2 = (0.9941 40625) 10 


3. a) x + y + z = 0,7240 x 10 4 

b ) x - y - z = 0.7234 x 10 4 

c) x/y = 0.3374 x 10 8 

d) (xy) / z = 0.6004 

e) x(y/z) = 0.6005 


|ER, + y«l< ^ 
|ER x _ y _ z | < 1,0002 x 10" 2 3 

| ER^y | < ^ x 10- 3 
I ER (xy)/zl < 10_3 

lBR, (y/z) |<10- 3 
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4. IER u l<10" t+1 


e 


I ER W 1 < 10~ 1+1 


5. I ER U I < lCT t+I 


e 


I ER W I < - x 10 _t+1 


6. 1 ER U I < 2 X 1 0“* +1 e 


I ERJ < | x 10“ t+l 


9. a) m = 0.1000 x 10- 5 = 10- 6 
M = 0.9999 x 10 5 = 99990 

b ) no arredondamento: 0.7376 x 10 2 
no truncamento: 0.7375 x 10 2 

c) a + b = 0.4245 x 10 5 + 0.00003 x 10 5 = 0.42453 x 10 5 . 

Mas o resultado ser& armazenado com 4 digitos na mantissa, portanto: 
a + b = 0.4245 x 10 5 

d) S = 0.4245 x lO 5 

e) S = 0.4248 x 10 5 

f) Observar que a op^ao (wz)/t conduz a um overflow nesta maquina. 


CAPfTULO 2 


i. a) 4cos(x) - e 2 * = 0 


Uma raiz positiva no interval o [0, 1]. 

Infinitas raizes negativas k nos interval os fk (— 7t )» (k - 1) (- ft)], 

k* 1,2 


b) | - tg(x) - 0 


t, = 0 e uma raiz. 

As outras raizes estao nos intervalos: 
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c ) 1 - xtn(x) = 0 

l G [1. 2]. 


d) 2 X - 3x = 0 

\ e [ 0 , Ij. 


e) x 3 + x - 1000 = 0 
l e [9, 10]. 


3, 


a) 


log (b Q - ap) - l og (6) 
log(2) 


1 . 


4. Nao. Verifique que neste exemplo o m6todo da posigao falsa vai manter o extremo 
inferior do intervalo fixo e a seqiiencia gerada nao oscila em torno da raiz. Assim, a 
unica possibilidade seria testar se (b - a) < 10 rI> , o que nao 6 viavel neste caso. Redija 
agora utna resposta explicando os detalhes. 


5. Observe que a seqiiencia esta oscilando e convergindo para a raiz exata. Neste caso, 
obtenha o menor intervalo que content a raiz. 


6. a) Observe que 1/a e a solugao da equagao ax = 1 que e o mesmo que f(x) - a - 1/x = 0. 

Aplicando o m6todo de Newton, conclua que 1/a pode ser obtido iterativamente 
por x k+ j = 2x k — ax k e esta expressao nao requer nenhuma divisao. Complete a 
resolufao do exercicio, 

b) 0.230769219 com e<6.7x 1(K 

(Observagdo: A aproxima^ao initial para o metodo de Newton tem de ser cuidado- 
samente escolhida.) 

7. b) Para qualquer x^^O, ela ser£ oscilante. 

c ) Nao. Analise outros exemplos. 

8. Pelo Teorema do Valor Medio temos que x k+ L - 4 - <p'(c k )(x k - £,) com c k entre x k e 4- 

Analise os sinais de x^ - j = 0, 1 
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9. a) Observe que - x k | = || - x k+1 - x k + x k+1 |, que | = qp(|) e que Xj +1 - qp(xp para 

todo j. 

b) M < 1/2. 

10. tp(x) ~- + ~ 

X x 2 

x 0 = 1 

Xj = 2 

x 2 = 0.75 
x 3 = 3.111... 
x 4 = 0.424744898 
x 5 = 7.897338779 
x 6 = 0.142658807 
x 7 = 56.14607424 

Calcule (p'(x) e verifique que | qp’(x) | > 1 para j x | < 1. 

11. a) x = 4.2747827467 

b) x = 0.9047940617 

c ) x = 1.4309690826 

12. Obtdm a raiz aproximada x - -2,00000007 apos 9 iterates. Para justificar, observe 
que f^) = 3.939 e f(x Q ) - 0.23, 

14. a ) O ponto x k+1 sera a intersecqao, com o eixo ox, da reta que passa por (x k , f(x k )) e 

e paralela k reta tangente a curva f(x) no ponto (x 0 , f(x 0 )). 

15. «) MPF obtdm x = 0.714753186 apos 8 iterates. 

b) O metodo de Newton obtem x = 0,71481186 apos 3 iterances. 
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16. a) x = 3.1415926533 com f(x) « 2.9 x UT 10 em 2 iterates. 
b) x = 3.14131672164 com f(x) « 3.8 x 1(H em 9 itera$oes. 

Encontre uma explicatjao teorica para estas respostas. 

17. a) 0.128373 < k < 1 

b) 0.070913 < k < 0.128373 

18. Esta fungao tem apenas um ponto critico. Justifique isto. 

Usando o metodo de Newton com x 0 = 0.5, x = 0.567138988 com 6 - 10 -4 . 

19. x 1 = -0,906179 
x 2 = -0.538452 
x 3 = 0 

x 4 = 0.538452 
x 5 = 0.906179 


20. | = e£ [2, 3], 

e = 10 " 5 



Bissecgao 

Posi^ao falsa 

MPF 

qp(x) ■» x/ln(x) 

Newton 

Sccante 

Dados 

iniciais 

|2, 3] 

31 

*0 = ^ ^ 

Kjj “ 2.5 

r4 

\\ 11 

4 s *T 

X 

2.718276 

2.718277 

2.718283 

2.718282 

2.718283 

f(x) 

0.4850915 x 1<T 5 

04796514 x IQ -5 

-0.6421441 x 10 -10 

-0.64214411 x ir 10 

0.6621836 x KT 8 

crro era x 

0.15258789 x 10^ 

0.2818186 

0.1868436 x KT 4 

0.1868436 x Iff 4 

-0.17101306 x 10“* 

rf* itcraq-ao 

16 

4 

3 

3 

5 
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21. a) f(x) sxc * - e 3 6 continua em [0, 1 J, f(0) < 0 e f( 1 ) > 0. 

b) I f(x I = 4.037 x 10 -3 ; x 0 = 0.9 estd proximo de um zero de f(x); verifique isto. 

ou 

esta equate ou tem 2 raizes ou n&o tem raiz no 

24. Usando o teorema de Sturm com a = 0 e |3 = 1 verifica-se que p(x) = 3x 5 - x 4 - x 3 + x + 1 ~ 0 
nao tem raiz no interval o [0, 1]. 

25 * Para x 0 = 1.5. x = 3.00072 e f(i) = 0.5256642 x 1 (T 5 . 


portanto, pela regra de sinal de Descartes, 
intervalo [0, 1 }. 


p - 0 ou 
p= 2 


, entao 



CAPfTULO 3 

2. O numero de opera^oes e da ordem de n 3 . 

4. c) x* » (0.8 0.6 0.4 0.2 ) t 

5. x* = (1 2 1 0) T 

6. a) Infinitas solu^oes. 
b) Nao admite solu^ao. 

7. Na fase da eliminate pode-se efetuar sobre a matrix dos coeficientes as opera^Ses (i), (if) 
e Uii) enunciadas no Teorema 1. Das propnedadcs dc determi names temos que: 

i) trocar duas linhas results numa troca do sinal do determinante, 

ii) multiplicar uma linha da matriz por uma constante nao nula results que o determinante 
fica multiplicado por esta constante: 
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Ui ) adicionar um multiplo de uma linha a uma outra linha nao altera o valor do 
determinante. 

Destas propriedades e do fato que o determinante de uma matriz triangular e o 
produto dos eJementos da diagonal, sai facilmente o metodo pedido pelo exercfcio. 


9. f) x* = (1 1 1 1) T 


1 

0 

0) 


1 

1 

n 

2 

1 

0 

e U = 

0 

-1 

-3 

3 

-1 

1 

} 


0 

0 

0 

/ 


Observar que a matriz A e singular. 

11. b) Constate que a matriz A -1 pode ser obtida at raves da resolugao de n sistemas 
lineares; 

Ax = e ; i = 1, n 

onde e a coluna i da matriz identidade de ordem a. 

c) A fatoragao LU e o metodo mars indicado (justifique por que!). 



0.2948 

0.0932 

0.0282 

0.0861 

0.0497 

0.0195 ) 


0.0932 

0.3230 

0.0932 

0.0497 

0.1056 

0.0497 

d) A" 1 - 

0.0282 

0.0861 

0.0932 

0.0497 

0.2948 

0.0195 

0.0195 

0.2948 

0.0497 

0.0932 

0.0861 ; 
0.0282 


0.0497 

0.1056 

0.0497 

0.0932 

0.3230 

0.0932 


0.0195 

0.0497 

0.0861 

0.0282 

0.0932 

0.2948 j 


13. Se A = LDU, o vetor x sera obtido resolvendo; 
Ly = b, Dz = y e Ux - z. 


16. A" 1 


-0.848 

0.136 

0.072 


-0.156 

-0.008 

0.084 


0.720 \ 
-0.040 
-0.080 


17. x = (1 0.94) T usando o arredondamento. 

x = (0.93 1.1) T usando o truncamento. 
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18. a) x = (-0.02127 0.2206) T . 

b) Nao tem soluqao. 

21. Demonstre que x T Cx >0,xG R n , x * 0, e observe a necessidade da matriz A ter posto 
complete. 

22. p = max « 0.2 < 1 e x* = (1 1 1) T ; 

l « i =£ 3 

p = mix pj = 0.3281 < 1 e 

1 =£i«4 

x* = (0.36364 0.45455 0.45455 0.36364) T . 

23. a) I k | > 4. 

b) k = 5 e, usando = (0 0 0) T , obtemos x® = (0.04857 0.25 0.20734) T . 

25. a) As seqiiencias geradas por Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel nao convergent para a 
soluqao. 

b) Permutando as equaqoes, os metodos geram seqiiencias eonvergentes para 
x* = (1 -1) T . 

28. a) Calculando o vetor r^) - Ax^ -be verificando se 

max | j < e onde e “ 0 (e = 10~ 4 , por exemplo). 

1 ^ i n 

29. A soluqao x* = (I 1 1 1 1) T pode ser obtida facilmente, bastando observar que as 

equaqoes 2, 3 e 5 envoi vem apenas uma variavel. 

31. a) infinitas soluqoes, 

b) soluqao unica. 

c ) infinitas soluqoes. 

d) infinitas solugoes. 
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e) infinitas solugoes. 

f) solugao unica. 

g) infinitas solugoes. 

h ) infinitas solugoes. 

i) nao tem solugao, 
;) nao tem solugao, 
k) solugao unica. 


33. a) x* = (1 1 1 1) T . 

b) x* = (0 1 1) T . 


^ fl) G " ( 7/VS 4/VS )- 


b) Observar que sobre a matriz R nao 6 imposta a condigao da diagonal set positiva; 
desta forma, uma das tres possibilidades e: 


R 


o \ 

^ 7/i/5" 4/V5 j ' 


CAPITULO 4 

2. a) x* - (1 l) T . 

b) x* = (1.93177 -0.51822) 1 ", 

c) x* = (-0.17425 -0,71794) T . 

d) x* = (1 1) T . 

e) x* = (-0.57072 -0.68181 -0.70221 -0.70551 -0.70491 -0.7015 

-0.69189 -0.66580 -0.59604 -0.41 642) T . 

f) x* = ( 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1) T , 
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CAPfTULO 5 

1. a) Escolhendo os pontos x 0 = 2.8, X] — 3.0 e x 2 “ 3.2, obteremos: f(3.1) « 22.20375, 
b) IE(3.1)I ^ 1.23 x !0~ 2 . 

2. Sugestdo: Verifique que o miximo da fun?So g(x) - I (x - Xg)(x - Xj) 1 ocorre para x - 
(x j + Xq)/2 e obtenha g(x), 

3. Escolhendo x 0 - 25, x l = 30 e x 2 = 35 obtemos f(32.5) = 0.99820 e f(x) = 0,99837 para x 
- 27.88. 

4. Usando o processo de interpolate inversa para f(x), sobre os pontos: y q = 0.67, y t 

= 0,549 e y 2 - 0.449 obtemos: f(0.5101) * 0.6 e aplicando o processo de interpolate 
inversa para g(x) sobre os pontos y Q = 0.32, = 0.48 ey 2 = 0.56 obtemos g( 1.4972) = 

0.5101, portanto, para x *= 1.4972: f(g( 1.4972)) » f(0.510I) « 0.6. 

5. A fungao cos(x) deverd ser tabelada em, no mini mo, 260 pontos. 

7. Usando um processo de interpolate inversa e escolhendo y 0 ~ f(0) = -1, y [ = f(0.5) = 
-0.1065 e y 2 = f(l) = 0.6321 obtemos f(0.5673) = 0. E, usando a tabela de diferen^as 
divididas e os pontos y(0), y(0.5), y(l) e y(1.5) a estimativa do erro sera: f E(0) I * 
0.17851 x 10" 4 , 

8. I E( 115)1 ^ 1.631 x 10 -3 . 

9. Polinomio de grau 3 porque as diferen^as divididas de grau 3 sao aproximadamente cons- 
tantes. Escolhendo x Q = 0.5, x 1 = 1.0, x 2 = 1.5 e x 3 = 2.0 obtemos f(!.23) * -1,247 com I 
E(1.23) I » 2.327 x 10" 5 . 

10. Processo 1: construindo p 2 (x) que interpola f(x) em x Q = 0.25, x $ = 0.30, x 2 = 0.35 e 
calculando x tal que p 2 (x) = 0.23 obtemos x = 0.3166667. 
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Processo 2: interpolagao inversa, escolhendo y 0 - 0.19, » 0.22 e y 2 ■ 0.25 obte- 

mos: p 2 (0.23) - 0.3166667, e portanto, f(0.3 166667) - 0.23, Neste caso, 6 possivel 
estiraar o erro cometido | E(0.23) j « 1.666 x lCT 3 . 

11. cos(l,07) * 0.4801242 

| E( 1.07) j - 1.202 xKT 6 . 

12. d = 3a - 8b + 6c. 

17. Us an do o processo de interpolagao inversa e os pontos: y 0 = 1.5735, y x « 2.0333 e 
y 2 = 2.6965 obtemos f(0.623) *2.3. 

18. Usando o processo de interpolagao inversa e escolhendo os pontos: y 0 * 0, y 1 = 1.5 e 
y 2 - 5.3 obtemos: f(1.5037) « 2. 

CAPITULO 6 

2, A) 0.21667x 4 0.175. 

b ) 0.01548x 2 + 0.07738x + 0.40714. 

8 

A compara^ao pode ser feita atraves do calculo de ^ : para a reta, 

k - l 

8 S 

^ d 2 ** 0,08833 e, para a parabola, ^ d“ = 0.04809. 

k - 1 k = 1 

Como o menor valor para a soma dos quadrados dos desvios foi para a parabola, o 
melhor ajuste para os dados, entre as duas possibilidades, e a parabola. 

3. Curva de ajuste escolhida: <p(x) = cijlnCx) 4 a 2 . Obteve-se: 
q?(x) = 5.47411 ln(x) + 0.98935. 


4. b) 52.75 70x - 20.0780, trabaihando com as alturas em metros. 
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c ) peso de um funcionario com 1.75 m de altura s= 72.2467 kg; altura de am funcionario 
com 80 kg - 1.897 m. 

d) 0.01 59x + 0.6029. 

e) peso de um funcionario com 1,75 m de altura « 72.14 kg; altura de um funcionario 
com 80 kg » 1.871 m. 

5. o.) Mudamos a escala dos anos por t = — e a seguu fizemos o ajuste por 

<p(x) = otje 0 ^ cuja solu^ao foi tp(x) = 1 .8245e 0,22 ^, donde pop (2000) ~ 9(20) = 177,56. 

b) Em 1974. 

1 

' a) y " 0.1958 + 0.01 85x ’ 
b) y - 5.5199(0.8597)*. 

7. b) tp(x) = ab\ onde a - 32. 14685 

b = 1 .42696. 

tp(x) = ax b , onde a * 38.83871 

b - 0.9630. 

Observagao: neste ultimo caso, para se efetuar o ajuste desprezamos o primeiro dado; 
0.32 para que fosse possfvel a lineariza^ao ln(y) — ln(a) + b !n(x). 

9. a) (p(x) = ae bx . 
b) a = 95.9474. 

b = -0.0249. 

O residue que foi minimizado foi de 1/y como fumjao de x. 

10. g(x)= 1 + 0.9871e i OO36x . 
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11. y(t) = ab l . A16m do teste de alinhamento ser razoavel para esta fungao, a outra possibi- 
lidade apresenta problemas. Verifique. 


1 -al 

13. Para j - 0, a^ = — f f(x) dx. 

u 2 ji j o 

I r 2 * 

Para j > 1, a ; = — f f(x) cos(jx) dx. 

J Tt J 0 
1 r 2 " 

Para j 3= 1, b= * — f f(x) sen(jx) dx. 

' It J o 


CAPITULO 7 


1. a) 


n 

4 

6 

Trapezios 

4.69507S9 

4.6815792 

Simpson 

4.670873 

4.6707894 


&) 


n 

4 

6 

Trapezios 

4.6550925 

4.6614884 

Simpson 

4.6662207 

4.6665612 

n 

4 

6 

Trapezios 

4.7683868 

4.7077771 

Simpson 

4.6763744 

4.6614894 
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n 

(a) 

(b) 

(c) 

Trapezios 

249 

238 

1382 

Simpson 

10 

20 

80 


3. e € 5 x 10 -4 . 

a) 0.4700171. 

b) 0.4702288. 

5. Erro por Simpson: Zero 
I s - 172 

Por Trap^zios, com 5 pontos, ly^ = 184(1 Ey R I ^ 24) 

6. h < 0.580819. 

7. I = 44.0833... com erro zero. 

10. m s* 8. 

11. b) I TR = 2.086. 

12. w R = w 2 - 4/3 
Wj = -2/3. 

13. 4.227527 (Trap6zios no primeiro intervalo e o restante por 1/3 Simpson). 

14 a) Trap6zios: 6.203. 

Simpson: 6.208. 


b) Trap^zios: 0.55509. 
Simpson: 0.55515, 


390 


Cdlcuto Numerico Apindice 


15. I s = 0.69315. 
ln(2) = 0.693147. 


16. I s = 0.785392. 
n /4 - 0.785398. 


17, a) Is = 0.746855 
b) Iqg = 0.746594 
c2 ) m = 27 (se usarmos M 2 2) 


capi'tulo 8 

>■ yn+1 = yn +hf ( x n + 5’yn + | y,) 


h 

Euler Aperfei^oado 

Euler 

0.5 

-3 

-5 

0.25 

-3 

-1.75 

0.125 

-3 

-2.375 

0.1 

-2.999995 

-2.499994 


6 - y n .l = y n + |( f n + f „ + l>- 


h 

Euler 

Euler Aperfei?oado 

R. Kutta 4® ordem 

0.2 

2.047879 

1. 906264 

1.909298 

0.1 

1.979347 

1.90854 

1.909297 

0.05 

1.944512 

1.909108 

1.909298 

0.025 

1.926953 

1.909251 

1.909298 
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9. a) (Euler Aperfeigoado) h = 2 y(16) - 12.00999. 

b) h = 4=*y(16)~ 11.998. 

c) [ h = 2 =s> y(16) « 11.99199. 

b = 4 =* y(16) - 11.94514. 


10. h - 0.2 y(1.6) -* 2.7. 

h = 0.1 y(1.6) - 2.8242597. 


11. h = 0.1, y(5) = -2.5 

h = 0.125, y(5) = -2.3750 

h = 0.25, y(5) = -1.75 


h = 0.5, y(5) - -0.5 


h 

Euler 

Euler Aperfeigoado 

R, Kutta 4- ordem 

0.2 

2.7 

2.971514 

3.019671 

0.1 

2.85455 

3.006242 

3.019977 

0.05 

2.928572 

3.016337 

3.019999 

0.025 

2.973171 

3.019055 

3.020001 


15. Euler: y(l) « 4.488320. 

Runge-Kutta de 4- ordem: y(l) = 4.718251. 
y(l) = 4.718282. 


16. a) e b) y(0.2) = y(0.25) = ... = 1.00 
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17. a) e b) e c) 
h = 0.25 


X 

Euler 

Euler Aperfeigoado 

Runge-Kutta 

Valor Exato 

0.25 

0.75000 

0.78711 

0.78287 

0.78287 

0.5 

0.57422 

0.63838 

0.63234 

0.63234 

0.75 

0.46655 

0.55016 

0.54369 

0.54369 

1.00 

0.41552 

0.52007 

0.51342 

0.51342 

1.25 

0.41552 

0.55664 

0.54938 

0.54938 

1.50 

0.47396 

0.69499 

0.68728 

0.68729 

1.75 

0,62207 

1.03875 

1.03700 

1.03713 

2.00 

0.94282 

1.89693 

1.94632 

1.94773 


h = 0.5 


X 

Euler 

Euler Aperfeigoado 

Runge-Kutta 

Valor Exato 

0.5 

0.50000 

0.65625 

0.63234 

0.63234 

1.0 

0.31250 

0.53320 

0.51335 

0.51342 

1.5 

0.31250 

0.69983 

0.68700 

0.68729 

2.0 

0.50781 

1.77144 

1.93321 

1.94773 


18. y(l) = 0.87997. 
y'{l) = 6.47989. 
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19. b ) x 

y(x) 

y'OO 



0.25 

1.56250 

-3.50000 



0.5 

0.34570 

-5.46875 



0.75 

-1.09711 

—4.87744 



1.00 

-2.07648 

-1.89056 



20. a ) e b) 

Euler 

Euler Aperfeigoado 

X 

y(*> 

y'W 

y(x) 

y'(x) 

0.2 

0.20000 

1.39192 

0.24000 

1.44098 

0,4 

0.47838 

1,84145 

0.57610 

1.95954 

0.6 

0.84667 

1.33276 

1.02305 

2.54350 


22. c) | eiro| ^ , x > 0 

6 

| erro| ^ , x < 0 

6 

23. y'(0) - 0.841471 
y"(0) - 2.162722 
y'"(0) = 1.748426 
y(0,2) * 1.21388a 

24. y(0.25) * 1.107487 
y(0.5) = 0.529106 
y(0.75) = 0.180622 
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Cdlculo Numerico Apindice 


28. Para h = 0,1 


Para h = 0.05 


Diferengas Avangadas 

Diferengas Centradas 

2.8354 

2.7050 

2.5800 

2.4739 

2.3467 

2.2614 

2.1327 

2.0652 

1.9354 

1.8831 

1.7528 

1.7134 

1.5829 

1.5544 

1.4241 

1.4047 

1.2748 

1.2632 

1.1338 

1,1286 

Diferengas Avangadas 

Diferengas Ceniradas 

2.7743618 

2.7150249 

2.6497296 

2.5961115 

2.5305392 

2.4822230 

2.4164371 

2.3730328 

2.3070913 

2.2682345 

2.2021902 

2.1675402 

2.1014410 

2.0706798 

2.0045693 

1.9773998 

1.9113174 

1.8874621 
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1.8214434 

1.8006436 

1.7347207 

1.7167348 

1.6509366 

1.6355394 

1.5698915 

1.5568732 

1.4913986 

1.4805637 

1,4152827 

1.4064489 

1.3413795 

1.3343774 

1.2695352 

1.2642070 

1.1996058 

1.1958047 

1.1314563 

1.1290459 

1.0649604 

1.0638141 


